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515 . 

Mécanique. — Sur la théorie des moments linéaires et sur les moments 
linéaires des divers ordres. 

G. R., T. XXXVI, p. 75 (lo janvier i85.?). 

Fai développé, depuis plus d’un quart de siècle, non seulement 
dans mes Exercices de Mathématiques, mais aussi dans mes Leçons 
données à l’École Polytechnique et h la Faculté des Sciences, la 
théorie des moments linéaires. Comme j’en ai fait la remarque, cette 
théorie se lie intimement, d’un côté, à la théorie des moments des 
forces, pris par rapport à un point fixe, et représentés par des sur- 
faces planes,- de l’autre, à la théorie des couples établie par M. Poinsot. 
File a d’ailleurs, l’avantage de s’appliquer non seulement aux forces, 
mais encore à toutes les quantités qui ont pour mesure des longueurs 
portées sur des droites dans des directions déterminées, par exemple 
aux vitesses et aux quantités de mo.uvement. Il en résulte qu’elle peut 
être très utilement employée dans la détermination du mouvement 
d’un système de points matériels, et en particulier dans la déter- 
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mination des deux mouvements de ti’anslation et de rotation d’un 
corps solide. D’ailleurs, les théorèmes auxquels on est alors conduit 
s’énoncent plus facilement, lorsqu’avec MM. Moebius et Saint- A^’enant 
on appelle somme géométrique de deux longueurs données une troi- 
sième longueur représentée en grandeur et en direction par la diago- 
nale du parallélogramme construit sur les deux premières. Entrons à 
ce sujet dans quelques détails. 

Considérons d’abord un point mobile rapporté à trois axes fixes 
qui partent d’une même origine O, et soit P la position de ce point 
au bout du temps t. Si l’on attribue ÿ t un accroissement infiniment 
petit A/, le rayon vecteur OP, considéré comme une quantité géo- 
métrique, recevra un accroissement correspondant, et le coefficient 
de Az sera, dans l’accroissement du rayon vecteur, ce qu’on nomme 
la vfteÿve, dans l’accroissement de la vitesse ce qu’on nomme Vaccélé- 
raiioii. Dans la Mécanique, on est généralement convenu d’attribuer 
cette accélération à une cause du mouvement appelée force acfiélè- 
ratrice, et l’on prend, pour mesure de cette force, l’accélération 
même. Cette substitution de la force à l’accélération est d’ailleurs 
sans inconvénient, et ne saurait être objectée aux géomètres par 
ceux qui seraient tentés d’élever des doutes sur les résultats du 
calcul; car on démontre que le système de deux forces appliquées 
a un point mobile peut être remplacé par leur somme géométrique, 
et l’expérience prouve que les accélérations, attribuées à des forces 
diverses, s’ajoutent géométriquement. Ainsi, par exemple, l’accéléra- 
tion d’un astre placé en présence de deux autres est la somme géo- 
métrique des accélérations attribuées à des forces attractives émanant 
dé ces derniers. 

D’après ce qu’on vient de dire, la force ou l’accélération est, par 
sa nature, aussi distincte de la vitesse que celle-ci du rayon vecteur 
mené de l’origine au point mobile. Si quelquefois on a désigné la 
vitesse sous le nom de force d’impulsion, cela tient à ce qu’en Analyse 
il peut être commode de représenter une grandeur par une autre 
d’une nature toute différente, par exemple une force par une Ion- 
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gueur, ou réciproquement une longueur par une force. Mais il vaut 
mieux, ce semble, afin de prévenir toute espèce d’équivoque, éviter 
(le substituer les prétendues forces d’impulsion ou les couples d’im- 
pulsion aux vitesses elles-mêmes ou aux moments linéaires de ces 
vitesses. 

Revenons au point mobile P. Pendant qu’il se meut dans l’espace, 
le rayon vecteur OP décrit une surface conique. Construisons une 
courbe dont l’arc soit proportionnel à l’aire décrite par le rayon vec- 
teur, la tangente menée par l’extrémité S de cet arc étant perpendi- 
culaire au plan qui touche le cône suivant le rayon vecteur. Le point 
mobile S sera celui qu’on peut nommer, en se servant d’une épithète 
introduite dans la science par M. Binet, le curseur aréolaire. D’ailleurs 
la vitesse de ce curseur ou la vitesse aréolaire sera proportionnelle au 
moment linéaire de la vitesse du point P, et l’accélération du point S 
ou V accélération aréolaire sera proportionnelle au moment linéaire de 
l’accélération du point P^. Dans mes Leçons de 1849, à la Faculté des 
Sciences, j’ai supposé que le r.apport entre l’arc aréolaire et Faire 
décrite par le rayon vecteur se réduisait à l’unité. Alors la vitesse 
aréolaire ne diffère pas en intensité de celle que M. Binet a désignée 
sous ce nom, c’est-à-dire de la vitesse avec laquelle croît Faire décrite 
par le rayon vecteur. Si le rapport de l’arc à cette aire devient égal à 2, 
la vitesse et l’accélération aréolaires seront précisément les moments 
linéaires do la vitesse et de l’accélération du point mobile P. 

Tandis que le point mobile P sc déplace dans l’espace, la projection 
orthogonale ou môme oblique de ce point sur un plan ou sur un axe 
se déplace pareillement, et le déplacement de cette projection n’est 
autre chose que la projection du déplacement du point P. De cette 
seule remarque il suit immédiatement que la vitesse et l’ accélération 
du point projeté sont les projections de la vitesse et de l’accélération du 
point donné. 

Plus généralement, si deux points se meuvent simultanément dans 
l’espace, le déplacement absolu du second sera la somme géométrique 
qu’on obtient en ajoutant au déplacement absolu du premier le dépla- 
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cernent apparent du second vu du premier. Donc aussi la vitesse absolue 
et V accélération absolue du second point seront les sommes géométriques 
quon obtient quand, à la vitesse ou à l’accélération absolue du premier 
point, on ajoute la vitesse ou V accélération apparente, du second point vu 
du premier. 

Enfin, lorsqu’un point mobile P se déplace dans l’espace, si l’on 
mène par ce point et par un certain axe RS un plan PRS, ce plan se 
déplacera lui-mèrne avec le temps, et, pendant un instant infiniment 
petit A/, il décrira autour de l’axe RS un certain angle. Le coefficient 
de At, dans la valeur de cet angle, sera ce qu’on peut appeler la vitesse 
angulaire du plan mobile autour de l’axe RS. On obtiendra cette 
vitesse angulaire en divisant la projection de la vitesse du point P 
sur une perpendiculaire au plan PRS par la distance du point P à 
l’axe RS. 

Jusqu’ici, nous avons fait abstraction de la nature des corps et des 
points matériels. Alors, comme on l’a dit, l’accélération que produit 
une force appliquée à un point matériel peut servir de mesure à cette 
force, nommée, pour cette raison, accélératrice. Mais l’expérience 
démontre que l’effet produit, dans le cas d’équilibre ou de mouve- 
ment, par une force appliquée à un point matériel, est tout à la fois 
proportionnel à l’accélération et à un certain coefficient appelé masse, 
qui dépend de la nature du point mobile. Donc, lorsqu’on veut avoir 
égard à la masse, on doit prendre pour mesure de la force le produit 
de la masse par l’accélération. On obtient de cette manière ce qu’on 
force motrice. 

Considérons maintenant un système de points mobiles libres ou 
assujettis à des liaisons quelconques. En vertu du principe de d’Alem- 
bert, le système des forces appliquées à ces points devra être équi- 
valent au système des forces motrices qui ont pour mesure les pro- 
duits de leurs masses par leurs accélérations; et, pour obtenir les 
diverses équations du mouvement, il suffira de joindre à cette pro- 
position le principe des vitesses virtuelles. Si les liaisons données 
permettent de prendre successivement pour mouvements virtuels des' 



EXTRAIT N» 515. 


9 


mouvements quelconques de translation ou de rotation communs aux 
divers points, par exemple des mouvements effectués parallèlement 
aux axes coordonnés ou autour de ces mêmes axes, la considération 
de ces mouvements fournira six équations entre les deux systèmes de 
forces ci-dessus mentionnés. D’ailleurs, ces six équations pourront 
être remplacées par deux équations géométriques, exprimant que la 
somme géométrique des forces et La somme géométrique de leurs moments 
linéaires, en d’autres termes, la fouce piuxcipale et le moment piuncipai. 
restent les mêmes dans les deux systèmes. Ajoutons qu’il faut bien se 
garder de confondre le moment principal qui se rapporte aux forces, 
et qu’on pourrait appeler le moment dynamique, avec le moment prin- 
cipal qui se rapporte aux quantités de mouvement, c’est-à-dire aux 
vitesses multipliées par les masses, et qu’on pourrait appeler le /?2o- 
ment cinématique. De ces deux moments, le premier est la dérivée du 
second, prise par rapport au temps, tout comme la somme géomé- 
trique des forces motrices est la dérivée de la somme géométrique 
des quantités de mouvement. 

Les deux équations géométriques ici indiquées continûent de sub- 
sister, lorsque, dans chacune d’elles, on remplace les diverses quan- 
tités géométriques par leurs projections algébriques sur un môme 
axe; et, en prenant successivement pour cet axe chacun des axes 
coordonnés, on est immédiatement ramené aux six équations con- 
nues, qui se trouvent ainsi établies dans le cas même où les axes 
cessent d’être rectangulaires. 

Concevons à présent qu’après avoir multiplié la masse de chacun 
des points matériels donnés par la quantité géométrique qui repré- 
sente le rayon vecteur mené de l’origine à ce point, ou par sa dérivée 
du premier ou du second ordre, c’est-à-dire, en d’autres termes, par 
la vitesse du point ou par son accélération, on ajoute entre eux les 
produits ainsi formés ; on obtiendra un rayon vecteur moyen, ou une 
vitesse moyenne, ou une accélération moyenne. Or l’extrémité du rayon 
vecteur moyen sera précisément ce qu’on appelle le centre des moyennes 
distances, ou centre d’inertie, et la vitesse moyenne, ainsi que l’accélé- 

OEiivres de C . — S. I, t. Xlf. 


2 
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ration moyenne, ne seront autre chose que lavitesse et l’accélération 
de ce même centre. Il y a plus : si, dans les produits dont il s’agit, on 
substitue aux rayons vecteurs, aux vitesses et aux accélérations leurs 
moments linéaires, ou, en d’autres termes, si l’on substitue à chacun 
des points donnés le curseur aréolaire qui lui correspond, alors, à la 
place du centre d’inertie, on obtiendra ce qu’on peut appeler le centre 
aréolaire. Cela posé, les deux équations géométriques ci-dessus indi- 
quées montrent que le centre d’inertie se meut comme si toutes les 
forces motrices lui étaient appliquées, et le centre aréolaire comme 
un point auquel on appliquerait à chaque instant, non plus les forces 
motrices données, mais d’autres forces représentées par les moments 
linéaires des premières. 

Dans le cas particulier où la somme géométrique des forces appli- 
quées s’évanouit, ainsi que la somme géométrique de leurs moments 
linéaires, le centre d’inertie du système des points donnés est animé 
d’une vitesse constante et constamment dirigée suivant la même droite ; 
en d’autres termes, h centre d'inertie a un mouvement uniforme, et l’on 
peut en dire' autant du centre aréolaire. 

Je viens de rappeler les principes généraux sur lesquels il paraît 
convenable de s’appuyer pour résoudre les problèmes de la Méca- 
nique. Ces principes, que j’ai développés en 1849, dans mes Leçons 
à la Faculté des Sciences, et qui sont même en grande partie ceux 
qu’à l’Ecole Polytechnique je présentais, il y a plus d’un quart de 
siècle, comme devant servir de base à la Mécanique, résument en 
quelque sorte, sous une forme simple et lumineuse, non seulement 
les théories exposées dans les Mémoires ou les Ouvrages d’Euler, de 
Lagrange, de d’Alembert, etc., mais encore les recherches plus récem- 
ment publiées sur ce sujet, soit dans XiiMécanique de Poisson, soit dans 
les Ouvrages de divers auteurs, particulièrement de MM. Poinsot, 
Binet, Coriolis, Moebius, Saint-Venanl, etc. On peut d’ailleurs, dans 
l’application de ces principes à la solution définitive des problèmés, 
recourir utilement à la considération des moments linéaires des divers 
ordres dont je vais donner une idée en peu de mots. 
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Un point fixe 0 étant pris pour centre des moments, considérons 
une longueur AB qui, partant d’un autre point A, aboutisse au 
point B; et, après avoir construit le moment linéaire OK de la lon- 
gueur AB, menons par le point A une droite AC égale et parallèle 
à OK, puis une droite AD égale et parallèle au moment linéaire 
de AC; etc. Les moments linéaires successifs des longueurs AB, AC, 
AD, . . . seront, à l’égard de la longueur AB, ce que nous nommerons 
les moments linéaires du premier, du second, du troisième, . . . ordre. 
Comme je l’expliquerai dans un autre article, l’usage de ces moments 
linéaires conduit-très promptement aux formules qui déterminent le 
double mouvement de translation et de rotation d’un corps. Dans le 
cas où le corps est retenu par un point fixe, on arrive, presque sans 
calcul, à une équation géométrique qui comprend les trois formules 
données par Euler pour la détermination du mouvement de rotation 
du corps autour de ce point. Il y a plus : on peut souvent déduire avec 
facilité de cette équation géométrique les lois du mouvement. On en 
conclut, par exemple, qu’un solide de révolution, soumis ;i la seule 
action de la pesanteur et traversé par un axe dont l’extrémité infé- 
rieure s’appuie sur un plan horizontal, peut, en tournant sur lui- 
même avec une vitesse suffisamment grande, tourner en mémo temps 
autour de la verticale, de manière que l’inclinaison de l’axe par rap- 
port au plan horizontal demeure constante. .Te me bornerai, pour le 
moment, à formuler ici les lois de ce phénomène qu’indiquent les 
évolutions d’une toupie, et qu’a mis en évidence une belle expé- 
rience de M. Foucault 
Soient 

P le poids du corps; 

X la distance entre le centre de gravité et le point d’appui, situés l’un 
et l’autre sur l’axe de révolution ; 

CT l’angle formé par cet axe avec la verticale; 

A le moment d’inertie du corps par rapport à l’axe de révolution; 

B le moment d’inertie relatif à un second axe horizontal, perpendicu- 
laire au premier, et passant par le point d’appui; 
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« la vitesse angulaire avec laquelle le corps tourne autour de l’axe 
instantané de rotation; 

a la projection de cette vitesse angulaire sur l’axe de révolution; 

Y la vitesse angulaire d’un point situé sur l’axe de révolution autour 
de la verticale, 

et faisons, pour abréger, 

n = 

Les vitesses angulaires a, Ycorrespondront à des mouvements de rota- 
tion dirigés dans le même sens, et l’on aura 

jHÏrrn-H^r^COSüJ. 

Si la vitesse a est très grande, l’axe instantané de rotation se con- 
fondra sensiblement avec l’axe de révolution, et la projection u de la 
vitesse a avec cette vitesse elle-même. Alors l’équation trouvée don- 
nera sensiblement 

y. n 

81 = -j-> 

A 

quel que soit l’angle cy. Donc alors la vitesse de rotation d'un point de 
l’axe de révolution autour de la verticale sera sensiblement en raison 
inverse de la vitesse de rotation du corps autour de son axe. 

La dernière des équations que nous venons do poser s’accorde avt'c 
des formules que Poisson a données dans la seconde édition de sa 
Mécanique en les déduisant d’un calcul approximatif. 


516 . 

Analyse mathématique. — Sur les clefs algébriques (suite). 

C. R., T. XXXVI, p. 129 (i 7 janvier iSSS). 

Les clefs algébriques, telles que je les ai définies, peuvent être con- 
sidérées comme des quantités véritables. Mais ce sont des quantités 
dont le rôle est spécial et transitoire, des quantités qui n’apparaissent 
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que passagèrement dans les formules où leurs produits sont définiti- 
vement remplacés par d’autres quantités qui n’ont avec elles aucune 
relation, aucune liaison nécessaire. Elles méritent doublement le nom 
de clefs, puisqu’elles ouvrent la porte en quelque sorte, non seule- 
ment au calculateur dont elles guident la marche et facilitent les 
recherches, mais encore aux quantités nouvelles qui, se glissant à 
leur suite, viennent s’emparer de postes où elles puissent utilement 
concourir à la démonstration des théorèmes ou h la solution des pro- 
blèmes que l’on a en vue. C’est ce que l’on a pu déjà reconnaître, en 
lisant l’article inséré dans le Compte rendu de la dernière séance, et ce 
que je vais confirmer par de nouveaux exemples. 

Considérons d’abord n variables distinctes x, y, z, . . . , w liées 
entre elles par une équation de la forme 

( I ) Cl SC “1— h y — 1— c .G — f— . . . -h- liiv A". 

Si l’on attribue successivement aux constantes que renferme la for- 
mule (i), n systèmes distincts de valeurs, indiqués à l’aide d(‘s 
indices 

I, 2, 3, ..., «, 

placés au bas des lettres a, b, c h, k, on obtiendra, entre les 

inconnues x, y, z, ..., u', les équations linéaires 

€([ -h y Cl Z hi iv “ A'i, 

Ui X ->r y -i- c., Z -h ■ . . + /h (v — A'o, 

y 

a,iX H- b,iy H- c„, c h„. iv = 

qui suffiront généralement pour déterminer ces inconnues; et, si l’on 
combine entre elles par voie d’addition les équations (2), respective- 
ment multipliées par les n facteurs 

a, 6, y, ..., -n, 

on obtiendra une nouvelle équation linéaire de la forme 
(3) Ax-hBy-i-Cz-h...+ //<P — /{, 
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A, B, C, H, Z désignant n -h i fonctions linéaires de a, S, y, y]. 
On aura, par exemple, 

A Gia a.2^ a^y a^iri, 

et, pour obtenir B, C, H, K, il suffira de substituer à la lettre a, 
dans le second membre de la formule précédente, la lettre b, ou 

c, D’ailleurs, les facteurs a, ê, y, ..., y] étant complètement 

arbitraires, il en résulte que l’équation (3) peut remplacer à elle 
seule le système des équations ( 2 ). J’ajoute que, si l’on considère 
ces facteurs comme des clefs assujetties aux transmutations de la 
forme 

(4) 6(5£:r; — «6, ..., 

on pourra, de l’équation (3), déduire immédiatement, à l’aide d’une 
simple multiplication algébrique, la valeur de chacune des incon- 
nues X, y, Z, . . . , w. Alors, en effet, les polynômes A, B,C, K, 

jouissant des mêmes propriétés que les facteurs a, ê, y, . . . , y], satis- 
feront aux conditions de la forme 

(5) A2=o, ..., BA=-AB, 

et, en multipliant les deux membres de l’équation (3) par le produit 
symbolique BC.. .H, on trouvera 

BC...HAx—BC.^.EK 


ou, ce qui revient au même, 

(6) ABC...HX — KBC...H. 


On aura donc 
(7) 


_ KBC...H 
~ ABC. ..h' 


En déterminant de la même manière j, . . . , on obtiendrait pour 

valeurs des inconnues celles que donnent les formules symboliques 

_KBC...H _AKC...H _ABK...H 

(O) ABC...H\ ABC... H' ABC...H' 
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Mais il est bon d’observer qu’après avoir déterminé x on pourra sim- 
plifier la recherche des valeurs de j, s, ... en les tirant de la for- 
mule (3) multipliée, non plus par le produit BC.. .H, mais par ceux 
qu’on en déduit quand on supprime le facteur B, ou les deux fac- 
teurs BC, ..., etc. Il y a plus : en admettant que l’on suive cette 
marche, on pourra réduire à zéro une clef dans la valeur de y, deux 
clefs dans la valeur de s, ... ; et, comme on pourra choisir arbitraire- 
ment les clefs auxquelles ces l’éductions seront appliquées, il est clair 
que le calcul pourra s’effectuer de diverses manières, ce qui fournira 
un grand nombre de vérifications des résultats obtenus. Supposons, 
pour fixer les idées, que les inconnues x, y, z soient au nombre de 
trois. Leurs valeurs pourront être tirées des formules symboliques 

, , KDC KC-ACx K-Ax-By 

( 9 ) ^ = ^ ^ = 

d’ailleurs, on pourra réduire à zéro une clef dans la valeur de y, et 
deux clefs dans la valeur de .s. 

Concevons à présent que les seconds membres des équations (i) 
s’évanouissent; alors, entre les équations réduites aux formules 

( a^x biy ->r c^z . .-y hiw = o, 

a^x + b^y c^z -y-. . tx> = o, 

’ }. > 

a„x-\- b„,y 4- c„ 5 . -h /o,. o, 

on pourra éliminer les variables x, y, z, . . . , et l’on obtiendra ainsi 
une équation de condition entre les coefficients représentés par les 
divers termes du Tableau 


^ 1 , 

K 

Ci9 

- • • 9 

A,, 

a., y 

^ 2 ? 

C 2 , 

. . . , 

h,, 

* • > 

* • 9 

' • 9 


• • î 


^rij 

^H9 




Alors aussi la formule (6) sera réduite à 


ABC • » ,Ilx o ; 
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et, comme elle devra se vérifier, quel que soit x, il est clair que la for- 
mule 

( 12 ) ABC . . .H ^ O 

sera précisément l’équation résultante de l’élimination des variables æ-, 
y, Z, . , w entre les équations (lo). Enfin, comme on aura encore 

(13) ABC . . .H— a^'j . . . .h„), 

on tirera de l’équation ( 12 ), en y posant, comme on peut le taire, 

aêy ...7]::^ J, 

(14) S(± . ./i„) = 0 . 

On peut remarquer d’ailleurs que le premier membre de la for- 
mule (i4)> c’est-à-dire la résultante algébrique des divers termes du 
Tableau (i. i), demeure invariable, tandis que dans ce Tableau on 
échange entre elles les colonnes horizontales et verticales. Doin^ 
l’équation (i3) continuera de subsister si l’on suppose les valeurs 
de A, B, C, ... déterminées par les formules 

yl = «I ce -H 6 H- c, y -f- . . . + -0, 

B — cc^ <x y h 2 v y 

? 

K = a„c£ -H b„î -h c„y -h. . h„n; 

et l’on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si l’on élimine n variables x, y, z, . . .,w entre n équa- 
tions dont les premiers membres soient des fonctions linéaires et homo- 
gènes de ces vaiiables, il suffira, pour obtenir l équation résultante, 
d’égaler à zéro le produit des premiers membres des équations données, 
et de considérer les variables x, y, z, w comme des clefs assujetties 
aux transmutations de la forme 

..., xy^ — xy 

Revenons maintenant aux équations (i); supposons que, dans les 
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premiers membres de ces équations, on attribue successivement aux 
variables 

X, y, ■ s, w- 

n systèmes distincts de valeurs, indiquées à l’aide des indices 

I, 2, 3, ..., /i 

placés en bas des lettres qui représentent ces variables, et nom- 
mons cê que devient ki quand on y pose 


X = ^m, y=ym, • • • , . 


A la place de la formule ( 3 ) on obtiendra n équations de la forme 

( A X\ — 1- ^ y \ -f" O Si H- . . . -H AT ivi ~ HCi , 

A Xt> "H— 13 — i— G S9 —H . . . —H U (T’s ■ — AT», 

J. 

» 

A Xfi -f- Byti H“ C Z fl -i - . . . “H // = Kfi, 

les valeurs de Æ’j, lù, . . . , /4 étant déterminées par les formules 

” ^'1,1 ~i~' ^^2,1 ^ H“ ^^3,1 y -1-. . .-h n, 

^ “H ^^2,2 ^ ^^ 3,2 y • . . *+• ^"«,2 

. 

7 

/Ci,raa H- /Cj.nS -H ki^ny H- 

D’ailleurs, si aux facteurs symboliques A, B,C, . . . , H, dont les valeurs 
sont données par les formules (i 5 ), on substitue les facteurs /T,, 
7^2, . . ., Kn, dont les valeurs sont données par les formules (17), 011 
obtiendra, en formant le produit de ces facteurs symboliques, non 
plus la formule (i 3 ), mais la suivante 

(i 8 ) ICi K .^ . . cxSy . . .y) S (it ki^i 72,2^3,3 * • • n ) 5 

dans laquelle l’expression S(rfc>é,,,A2,2^3,3...4i,n) est la résultante 

OEiivres de C , — S.I,t, XII. ^ 
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algébrique des divers termes du tableau 

^2,1» ^3,1? •••» » 

^2,2» ^3,25 * * * ï 

• ■ - , • • • > 

^2,n5 ^3,ttj *• *9 ^n^ny 

le signe S pouvant être censé relatif à l’un quelconque des deux sys- 
tèmes d’indices; et, puisque les facteurs symboliques^, .5, C, H 
vérifient les conditions (5), on tirera encore des formules (i6) 

(2o) ABC . . . ATS (± ^ 1 / 2^3 • • ■ — KiKiK^ . . . K^. 


(19) 


^1,1» 

^1,2» 


^\,ny 


Si, dans cette dernière formule, on substitue les valeurs des pro- 
duits ABC. . .H, KJuK^ . ..K„ fournies par les équations (i3) et (18), 
et si, dans l’équation nouvelle ainsi obtenue, on suppose, pour plus 
de simplicité, 

aSy. • I, 


on trouvera 


(21) S(ai^>2C3 . . . A„) S(±:a 3 ij 2 :j 3 . . . (v„) = S(±: A-j,, ^2,2 ^3,3 . . 

On sera ainsi ramené, par la considération des produits symboliques, 
à un théorème que j’ai démontré dans le XVII''* Cahier du Journal de 
r École Polytechnique (*), et que l’on peut énoncer comme il suit : 

Théorème IL — Le produit de deux résultantes algébriques est encore 
une résultante algébrique. 

Pour mettre en évidence les avantages que présente l’intervention 
des clefs dans les applications numériques, supposons que l’on se 
propose de résoudre les trois équations 

/ .v-t- 2 r-i- 33 = I, 

( 22 ) , 3 ^ “H y —H 2 3 3 , 

I 2a; 3y H- 3 = 5. 

(^) Voir aussi dans le même Cahier un Mémoire de M. Binel. 
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De ces équations l’espectivement multipliées para. S, y, puis combi- 
nées entre elles par voie d’addition, on tirera 

(23) A^-+-By-i-Cz-Æ, 

les valeurs de A, B, C, K étant 

^ = «-1-36-1-2 y, B = ICC Q + Sy, C' = 3a-t-2ë-i-y, 

iT ™ a -t- 3 O -h 5 Y» 



puis, en considérant a, ê, y comme des clefs assujetties aux condi- 
tions de la fornie 


a- Jni O , . . . , :ri — ccS, . . . , 

on tirera immédiatement de l’équation ( 23 ) multipliée par le pro- 
duit BC la valeur de l’inconnue cc. Effectivement, dans cette hypo- 
thèse, les formules (24) donneront 

BC ~ — 5 êy -h 7 ya -h «6 ; 

et par suite, en posant, pour abréger. 


on trouvera 


a6yüi. 


/l/yC“-i .5-i-3.7 - 1 - 2.1 = 18 , 
KBC = — 1 . 5-4-3 . 7 -4-5.1 = 21 , 

_ KBC _ 21 7 

ABC " 18 “ 6 ‘ 


La valeur de Æ étant ainsi obtenue, on déduira immédiatement de la 
formule ( 23 ) multipliée par le seul facteur C la valeur de y, et l’on 
pourra même, dans la détermination de y, réduire à zéro l’une quel- 
conque des trois clefs a, S, y. En prenant, pour fixer les idées, y — o, 
on tirera des formules (24) 

A = a -h Sè, B = 2CX -t- ê, 

K = A, 


( 25 ) 


C = 3oc -i- 2 6 , 
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puis, en posant, pour abréger. 


on trouvera 

BC=:^i, AC — KC — -'], 
/ = 7 (« — = 


Enfin, on tirera de la formule (aS), en réduisant à zéro deux cl 
par exemple a et ê, 

5 

— — x )~ — 


On aura donc, en définitive, 

( 26 ) ^=y=g. ^=-6- 


Remarquons d’ailleurs que, en appliquantl’équation (aS) à la dé 
mination des inconnues x, y, z, on peut choisir arbitrairemei 
1° l’ordre dans lequel on déterminera ces inconnues; 2° l’ordre d 
lequel on multipliera les facteurs symboliques des produits A 
KBC, 3 ° les clefs que l’on fera évanouir dans les valeurs 
inconnues y et 5. Il y aura donc un grand nombre de manières di 
rentes d’effectuer le calcul; mais, quelle que soit celle que 
adopte, on sera toujours conduit au même résultat. Ainsi, 
exemple, si dans la détermination de y on pose, non plus y = 
mais ê = o, on trouve 

A — B—'îa-v-dty, C = 3a-)-y, 

puis, en posant, pour abréger, ya = i, on trouvera 

BC—y, AC — 5, KC=ik, 

KC — ACx i4 — Sa? 7 
^ = BC = 

Dans un prochain article, je montrerai les avantages que prôs( 
l’emploi des clefs algébriques dans la résolution des équations 
linéaires. 
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517 . 

Analyse mathématique. — Sur les avantages que présente, dans un 
grand nombre de questions, l’emploi des clefs algébriques. 

C. R., T. XXXVI, p. i6i (24 janvier 1 853). 

Dans les précédents articles, j’ai fait voir que l’élimination des 
inconnues entre des équations linéaires et la résolution d’équations 
de cette forme pouvaient être réduites, par l’emploi des clefs algô- 

H 

briques, à de simples multiplications. J’ajoute que la théorie des 
clefs réduit encore à la multiplication un gi’and nombre d’opéra- 
tions d’Algëbre et de questions diverses, par exemple la division 
algébrique, la recherche du plus grand commun diviseur de deux 
polynômes donnés, le problème de l’interpolation, l’élimination des 
inconnues entre des équations de degrés quelconques, etc. Cj’est 
effectivement ce qui résulte des principes que je vais poser. 

Analyse. 

Je commencerai par établir la proposition suivante : 

Théorème. — Soient f(aî), F(a7) deux fonctions entières de x : la pre- 
mière, du degré n\ la seconde, du degré m. Soient encore p., v deux 
nombres entiers distincts de m, n', et nommons l la plus grande des deux 
différences 

m — p, n — V, 

ou leur valeur commune, si elles sont égales. On pourra, si l est positif, 
satisfaire à l’équation 

(i) U = vf(Æ:)-l- wF(a;), 

en prenant pour 

U, v, w 

trois fonctions entières de x, dont les degrés soient respectivement 
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Démonstration. — En effet, supposons 

(2) \ axœ + . . a^æV-, w = S» + 

à ces valeurs de v, w correspondra, en vertu de l’équation (i), une 
valeur de u, qui sera de la forme 

(3) U — CO 0 -+- Mjæ; + . . .4- 

le degré / h- p. + v de u, considéré comme fonction de x, étant le plus 
grand des nombres 

OT -t- V, 71 -h p, 

OU leur valeur commune, s’ils sont égaux, et les quantités 

COq? COj, •••> 

étant des fonctions linéaires des coefficients 

, <^0, CCi, • • • , C£^, Oj), êj , • • • , êv 

D’ailleurs, le nombre de ces coefficients étant p. - 1 - v •+■ 2 , on pourra, 
en attribuant à l’un d’eux une valeur arbitraire, choisir les autres de 
manière à faire évanouir p. + v -hi termes dans la fonction u-, et, si 
ces termes sont ceux qui renferment les plus hautes puissances de x, 
c’est-à-dire si l’on choisit les coefficients a^, a,, . . . , 6,, . . ., 6,,, 

ou plutôt leurs rapports, de manière à vérifier les équations 

( 4 ) 6)/:= O, Cd/4.^1 “ O, ••*, “ O, 

alors u, réduit à la forme 

(5) u — « 0 + -H. . .4- ü)^_i 

sera, non plus du degré /-h p. - 4 - v, mais du degré l — i. Cela posé, les 
polynômes u, v, w satisferont évidemment aux conditions énoncées 
dans le théorème. 

Quant à la détermination précise des valeurs de u, v, w, on pour- 
rait l’effectuer, dans tons les cas, en tirant des équations (4) les 
valeurs des coefficients ao, a,, g et en suhsti- 
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tuant ces valeurs dans les formules (2) et (5). Il y a plus : dans le 
cas particulier où l’on a 

(6) m — fx = « — V, 

on peut, comme l’a remarqué M. Liouville, déduire d’une formule 
d’interpolation, donnée dans la Note V de mon Analyse algébrique ('), 
les valeurs de u, v, \v, exprimées en fonctions symétriques des racines 
des deux équations 

(7) f(^) =0, 

(8) F(^):=o, 

attendu que, en vertu de la formule (1), on a, pour chacune des 
valeurs de x propres à vérifier l’équation (7), 

(9) = 

et, pour chacune des valeurs de x propres à vérifier l’équation (8), 

(10) ^ = 

Mais, après avoir exprimé u, v, w en fonctions symétriques des racines 
dos équations (7) et (8), on devrait encore transformer ces fonctions 
symétriques en fonctions des coefficients que renferment î(x) et 
F(æ). Enfin, dans le cas où la condition (6) est remplie, on pourrait 
exprimer les diverses valeurs de u, v, w correspondantes aux diverses 
valeurs do [x, en fonction des quotients et des restes fournis par les 
divisions qu’entraîne la recherche du plus grand commun diviseur 
entre f(a7) ot F(2;). J’ajoute que, si l’on considère les coefficients ao, 
a, y . . . , a^, Êj, S,, . . . , comme des clefs algébriques, il ne sera 
plus nécessaire de recourir ni à la résolution des équations (4). ni 
à aucune des opérations algébriques dont nous venons de parler, et 
qu’alors une simple multiplication suffira, dans tous les cas, pour 
déduire des fonctions entières u, v, w, déterminées par les équa- 

(1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 429. 
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lions (2) et ( 3 ), trois autres fonctions entières u, çp, qui rempliront 
les conditions énoncées dans le théorème. En effet, les quantités a^, 

“ «P ^0. •• •> étant prises pour des clefs assujetties aux 

transmutations de la forme 

..., êa^—aS, 

posons 

(11) = 

et soient, d’ailleurs, 

( 12 ) u=:£iu, Ç> = i 2 v, 

Il est clair que l’équation 

U = V f(Æ) + w F(a;) 

entraînera la suivante 

(i^) U = P f(a;) -h (TJ F (x), 

et que les degrés des trois fonctions nouvelles 


seront respectivement 


U, w 

l — i, fx, y. 


Remai quons encore que, si 1 on nomme c le coefficient de la pl us haute 
puissance de x dans u, la première des formules (12) donnera 


c = Qm/-i 


ou, ce qui revient au même. 


(’^i) c = (— £)tx+v-iM/_jî2. 

Pour que les valeurs de u, e, w, c données par les formules (12) 
et (i 4 ) puissent être calculées numériquement, il sera nécessaire 
d’attribuer une valeur déterminée au produit des clefs 
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Cherchons à présent les coefficients des plus hautes puissances de x 
dans eji et Ces coefficients seront, en vertu des formules (12) jointes 
aux équations (2), 

(19) iîêv, 

la valeur de ù étant 


(20) 

Si d’ailleurs on pose 


f ( .r ) = a^-h a,x + . . . -i- a„ x" , 
F(.-r) = 60+ bfX . .-f- b^x’", 

on aura 



et par suite les expressions (rq) deviendront 


(22) 


b/ii 1 


D’autre part, lorsqu’on multipliera par le produit symholiquc 


— • •W/i-t-pt,— 1 » 


on pourra, dans ce produit, réduire à zéro les deux clefs \ par 
conséquent, on pourra réduire la valeur de ce même produit à celle 
que lui assigne la formule (18), quand on remplace, dans cette for- 
mule, a par [A — I, c’est-à-dire à la quantité 


Enfin, en vertu de la conven tion qu’exprime la formule (i 5 ), on. devra 
supposer, dans l’évaluation de 

(23) . ao«i- • •«(j.-iêoêi- • -êv-i -':2 I, 

et, dans l’évaluation des produits .(22), 

, CCfjCij . . . iSijji 6561 .. . êv_i 6v ~ I , 
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par conséquent 

0Î„ . . . 6v— 1 3 Cjj,6^ ^ ( 1 

Donc, et attendu que l’on a v ~ — m + p., les produits (22), ou les 

coefficients de et do dans les fonctions et iVj,., se rédui- 

ront aux deux quantités 

Il sera maintenant facile de tirer de la formule (^17) une équation 
remarquable à laquelle satisfont les fonctions En effet, si, 

dans la forrnub; (17), on remplace [j. par p^ -+- 1, on obtiendra la sui- 
vante 

(35 ) t'(.r ) -e M E(.C ) ; 

puis, en faisant, pour abréger, 

(2 <D iV(V'),, 

on tirera des formules (17) et (2:') ), 

( H 1-1 t ( ^' ) *r|;, 1 1 I 1 o’j,., 

( 27 ) 

(' +1 , |J. t ( '^ ) ■- (/p. ^/u. l-lCp.. 

Or les degrés des produits 

4 1» ^’(J. 4-1» 

« 

étant exprimés par les nombres 

/ -1-- V :r-.: , l -H - - Hi , 

par conséquent égaux aux degrés des fonctions 
tandis que les degrés des produits 

W|X-+.l (Pjjl,, 

se réduisent aux nombres n — 0., m — 1, il résulte des formules (27) 
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que les quantités 

(i+i> 

égales au signe près, mais affectées de signes contraires, sont indé- 
pendantes de X. Comme d’ailleurs les coefficients des plus hautes 
puissances de x, dans les fonctions 

({x), F(.i;), «/(i, ('ji+i, «’pn-i, 

seront respectivement 

On, b„„ Cy,, (-iy+'b,„Cy, 


les deux derniers étant ce que deviennent les quantités (24) quand 
on remplace u par p. i, on tirera des formules (27), 

( 28 ) /Cy_^ [i+l = /fpn-1, };. — ( 

En d’autres termes, on aura 

( 29 ) — ^(,.+1 Vl ’ y = (— 

Remarquons encore que si, dans la formule (17), on remplace p. 
par p. -I- 2, on obtiendra la suivante 


(3o) 


-H «’(X+2 F (■'•«■). 


et que, des formules (17), (sS), ( 3 o), on tire, en éliminant i‘(.x) 
et F(a?), 

t 

( ^ 0 {JH-2 + ^[JL-l-2, [J- H” /xj/,, fx-I-l 

par conséquent, 


( 32 ) 




^(JL, [Jt.H-2 





Dans cette dernière formule, où les degrés des polynômes 


sont exprimés par les nombres 
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mier article sur les clefs ('), il suffira d’échanger entre elles les 
colonnes horizontales et verticales dans le Tableau formé avec les 
divers termes, dont le premier membre de la formule (36) représente 
la résultante algébrique. 

S’agit-il enfin d’obtenir les quotients et les restes divers des divi- 
sions qu’entraîne la recherche du plus grand commun diviseur des 
fonctions entières f(u?), F(a-), il suffira de recourir aux formules (12) 
et (26), à l’aide desquelles on déterminera les diverses valeurs de la 
fonction u ou u^, et de la fonction En effet, il résulte des for- 

mules (34) et (32) que les divers restes et les divers quotients seront 
les produits des diverses valeurs de et de /rp..[i+2 par des constantes 
que donnent ces formules mêmes. 

Ajoutons que l’intervention des clefs fournira encore un moyen de 
réduire à de simples multiplications les problèmes dont les solutions 
s’appuyaient sur l’une des opérations algébriques ici rappelées, par 
exemple, l’évaluation d’une fonction symétrique des racines d’une 
équation, et spécialement du produit des carrés des différences entre 
ces l’acines, la détermination du nombre des racines égales et leur 
élimination, la détermination d’une limite inférieure à la plus petite 
différence entre deux racines réelles, la détermination du nombre 
des racines positives, du nombre des racines négatives, et, plus géné- 
ralement, du nombre des racines réelles ou imaginaires qui satisfont 
à certaines conditions, etc. 


518 . 

Analyse mathématique. — Note sur les séries convergentes dont les divers 
■ termes sont des fonctions continues d’une variable réelle ou imagi- 
naire, entre des limites données. 

G. R., T. XXXVI, p. 454 (i4 mars i853). 

En établissant, dans mon Analyse algébrique, les règles générales 


(1) OEavres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 
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relatives à la convergence des séries, j’ai, de plus, énoncé le théorème 
suivant : 

Lorsque les différents termes de la série 

(l) //(), K,, • • ., . . . 

sont des fonctions d'une même variable x, continues par rapport à cette 
variable, dans le voisinage d'une valeur particulière pour laquelle la 
série est convergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage 
de cette valeur particulière, fonction continue de x. 

Comme l’ont remarqué MM. Bouquet et Briot, ce théorème se vérifie 
pour les séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d’une 
variable. Mais, pour d’autres séries, il ne saurait être admis sans res- 
triction. Ainsi, par exemple, il est bien vrai que la série 

, , . sinad^ sinS.r 

{■i) ' sm^r, , — — , ..., 


toujours' convergente pour dos valeurs réelles de x, a pour somme une 
fonction de a; qui reste continue, tandis que x, supposée réelle, varie, 
dans le voisinage d’une valeur distincte d’un multiple ±: 2n7c de la 

circonférence 2 -n:, et qui se réduit, on particulier, à entre les 

limites o, x — air. Mais, à ces limites mêmes, la somme s de la 
série ( 2 ) devient discontinue, et cette somme, considérée comme 
fonction de la variable réelle x, acquiert, à la place de la valeur 


TT TT 

-1 OU ? 

2 2 


donnée par la formule 

TT — X 

2 . ’ 

la valeur singulière s = o, qui reparaît encore quand on suppose 


™ zb 2 AITT, 

« étant un nombre entier quelconque. 

Au reste, il est facile de voir comment on doit modifier l’énoncé du 
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théorème, pour qu’il n’y ait plus lieu à aucune exception. C’est ce 
que je vais expliquer en peu de mots. 

D’après la définition proposée dans mon Analyse algébrique, et 
généralement adoptée aujourd’hui, une fonction u de la variable 
réelle x sera continue entre deux limites données de x, si, cette fonc- 
tion admettant pour chaque valeur intermédiaire de x une valeur 
unique et finie, un accroissement infiniment petit attribué à la 
variable produit toujours, entre les limites dont il s’agit, un accrois- 
sement infiniment petit de la fonction elle-même. Cela posé, conce- 
vons que la série (i) reste convergente, et que ses divers termes 
soient fonctions continues d’une variable réelle x, pour toutes les 
valeurs de x renfermées entre certaines limites. Soient alors 

s la somme de la série ; 

s„ la somme de ses n premiers termes; 

T/, = s — = u„-i- ««+, •+- . . . le reste de la série indéfiniment pro- 

longée à partir du terme général u„. 

Si l’on nomme n' un nombre entier supérieur à n, le reste ne sera 
autre chose que la limite vers laquelle convergera, pour des valeurs 
croissantes de n', la différence 

{ ^ ) s,i‘ ” s fl ~ Uf, -H • • ■ -}— 

Concevons, maintenant, qu’en attribuant à n une valeur suffisamment 
grande on puisse rendre, pour toutes les valeurs de x comprises entre 
les limites données, le module de l’expression (3) (quel que soit n!'), 
et, par suite, le module de a„, inférieurs à un nombre t aussi petit que 
l’on voudra. Comme un accroissement attribué à x pourra encore être 
supposé assez rapproché de zéro pour que l’accroissement correspon- 
dant de Sfi offre un module inférieur à un nombre aussi petit que l’on 
voudra, il est clair qu’il suffira d’attribuer au nombre n une valeur 
infiniment grande, et à l’accroissement de x une valeur infiniment 
petite, pour démontrer, entre les limites données, la continuité de la 
fonction 
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Riais cette démonstration suppose évidemment que l’expression (3) 
remplit la condition ci-dessus énoncée, c’est-à-dire que cette expres- 
sion devient infiniment petite pour une valeur infiniment grande 
attribuée au nombre entier n. D’ailleurs, si cette condition est rem- 
plie, la série (i) sera évidemment convergente. En conséquence, on 
peut énoncer le théorème suivant : 

’lnÉoiiÈME I. — Si les différents termes de la série ■ 

* 

(l) «0. «1. «2» ••■J ««, U„+l, ■■■ 

sont des Jonctions de la variable réelle x, continues, par rapport à cette 
variahle, entre des limites données; si, d’ailleurs, la somme 

(3) u.„ -t- «,H-i H- • . • H- ««'-1 

devient toujours in/iniment petite pour des valeurs infiniment grandes 
des nombres entiers n et n''é>n, la série (i) sera convergente, et la 
somme s de la série ( i) sera, entre les limites données, fonction continue 
de la variable, x. 

Si à la série (i) on substitue la série ( 2 ), l’expression (3), réduite 
à la somme 

^ siti(« -+- ^ sin(/i -I- a)./; ^ ^ sin/i'.2; 


s’évanouira pour .r = o; mais, pour dos valeurs de x très voisines de 
zéro, par exempbi pour x — n étant un très grand nombre, clic 
pourra difiérer notablement de zéro; et si, en attribuant à n une très 
grande valeur, on pose non seulement x ~ mais encore n' — co, la 

somme (4), ou, ce qui revient au même, le reste r„ de la série ( 2 ) se 
réduira sensiblement à l’intégrale 


/■ 


sinir TT 

X ' 2 


f . 2 . 3 3 1 . 2 . 3 . 4 • 5 5 


: 0 , 6244 * 


Ajoutons que, pour une valeur de x positive, mais très voisine de 

C.— S.I, t.XII. ^ 
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zéro, la somme s de la série (2) se réduira sensiblement à l’intégrale 


sin,a? , 71 K ^ 

f - =11,570796.... 

X 2 

0 

Soit maintenant 

Æ = a; -h fi 

une variable imaginaire. Cette variable pourra être censée repré- 
senter Vaffixe (J’ün point mobile A situé dans un certain plan, et, 
d’après la définition que j’ai proposée à la page 16 1 du XXXII® Volume 
des Comptes rendus (* ), une autre variable imaginaire 

« = e H- ivi 

sera fonction de z, si les variables réelles v, w sont fonctions de x 
et y. D’ailleurs, rien n’empêchera d’étendre aux fonctions de variables 
imaginaires la définition donnée pour les fonctions continues de 
variables réelles, et dès lors une fonction u de la variable imaginaire s 
sera continue par rapport à cette variable, pour toutes les valeurs de 
l’affixe s correspondantes aux divers points d’une aire S renfermée 
dans l’intérieur d’un certain contour, si, cette fonction admettant 
pour chacun de ces points une valeur unique et finie, un accroisse- 
ment infiniment petit attribué à l’affixe z produit toujours, dans le 
voisinage de chacun d’eux, un acci’oissement infiniment petit de la 
fonction elle-même. Cela posé, en raisonnant comme ci-dessus, on 
établira encore très facilement la proposition suivante : 

Titéorème II. — Si les différents termes de la série 

(l) Wfl, ... 

sont des fonctions de la variable imaginaire z, continues par rapport à 
celte variable pour les diverses valeurs de Vaffixe z correspondantes aux 
divers points d’une aire S renfermée dans un certain contour, si d’ail- 
leurs, pour chacune de ces valeurs, la somme 

Un -+• W;!+I -h . . . -t- 

(*) Œuvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 3o2. 
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devienl toujours infiniment petite, quand on attribue des valeurs infini- 
ment grandes aux nombres entiers n et n'fi>n, la série (i) sera con- 
vergente, et la somme s de la série sera, entre les limites données, fonc- 
tion continue de la variable z. 

Oa conclut aisément du théorème II que la somme de la série (i) 
est fonction continue dans le voisinage d’une valeur donnée de 
lorsque, chaque terme étant dans ce voisinage fonction continue 
de s, le module de la série, correspondant à la valeur donnée de z, 
est inférieur à l’unité. Dans le même cas, si chaque terme offre une 
dérivée unique, la série formée avec les dérivées des divers termes 
sera encore une série convergente dont la somme offrira une seule 
dérivée équivalente à la dérivée de la somme de la série proposée. 

En terminant, nous fixerons le sens de quelques expressions qui 
peuvent être utilement employées pour simplifier les énoncés de 
théorèmes relatifs à la continuité des fonctions et à la convergence 
des séries. 

Une fonction de la variable réelle ou imaginaire s sera dite mono- 
drome, si elle ne cesse d’êti’C continue qu’en devenant infinie; elle 
sera dite monogène, si elle a une dérivée monodrorae. Une fonction 
peut être monodrome ou monogène, seulement pour les valeurs dex; 
correspondantes aux points intérieurs d’une certaine aire S renfermée 
dans un contour donné. 

D’après ce qu’on vient de dire, une fonction monodrome de 
variera par degrés insensibles, en acquérant à chaque instant une 
valeur unique, si le point mobile correspondant à l’afFixe .s court çà et 
là sans sortir do l’aire S, ou tourne autour des points singuliers cor- 
respondants à des valeurs infinies de la fonction. Cette propriété de 
certaines fonctions m’a paru assez bien exprimée par le mot mono- 
drome, que j’ai, pour ce motif, substitué au mot monotypique, dont 
j’avais fait usage dans le Mémoire du 7 avril i85i. 

Une fonction monodrome sera dite synectique, si elle ne cesse 
jamais d’être continue pour aucune valeur finie de z. Une fonction 
entière de z est synectique, non seulement lorsqu’elle comprend un 
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nombre fini de termes, mais encore lorsque, renfermant un nombre 
infini de termes, elle est la somme d’une série toujours convergente, 
ordonnée suivant les puissances positives, entières et ascendantes 
de par conséquent la somme d’une série dont le module s’évanouit. 

Telles sont, par exemple, les fonctions e®, sins, coss, 

Parmi les fonctions monodromes et monogènes de 5 , on peut citer 
les fonctions rationnelles de s, de e^, de sins, de cos^, etc. 


519 . 

Analyse algébrique. — Mémoire sur V évaluation d’inconnues déter- 
minées par un grand nombre d’équations approximatives du premier 
degré. 

C. R., T. XXXVl, p. 1 114 (27 juin i853). 

Comme l’a remarqué M. Paye, la nouvelle méthode d’interpolation 
que j’ai donnée, dans un Mémoire lithographié en i835 ('), peut être 
utilement appliquée à l’évaluation d’inconnues déterminées par un 
grand nombre d’équations approximatives du premier degré. Entrons 
à ce sujet dans quelques détails. 

Considérons m inconnues représentées par les lettres 

as, y, s, ..., U, V, tv, 

et supposons que, n étant un très grand nombre, on donne les valeurs 
approchées 

de n fonctions linéaires de ces inconnues, par exemple des fonctions 
représentées par les polynômes 

Cil cc ^1 ^1 ^ 

- (i<^ X y c^z -H . . . -f- /io 

> 

a,^x -h hny-\-CriZ~\-. , 


(^) OEiwres de Cauchy, S. 11, T. II. 
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Les valeurs exactes de ces fonctions seront de la forme 

/^i £], k ^ — £„, 

C|, £o, £„ désignant des quantités dont les valeurs numériques 

seront très petites; et l’on aura rigoureusement 

(Zi X y + Cj Z -j- . . . w — /Cj — Bif - 

ûtj X — y Cg Z — ... H“ /12 ^ — k^ — Sgj 

f 

ci,iX -t- btiy “H o,iZ . . . -I- ~ A*,, — £„. 

Soit maintenant x celle des inconnues x, y, z, «y pour laquelle 
les valeurs numériques des coefficients offrent la plus grande somme. 
Désignons cette plus grande somme par Sa,-, la lettre i désignant l’un 
quelconque des nombres i, 2 , 3, ..., ra; et soient 

St»,-, Sc,-, ..., SA,- 

ce que devient Sa,- quand on y remplace les coefficients 

( 2*25 • • • > 

par les coefficients 

bif t» 2 , . . • , b fij ou Cl, Cj, . . . , c,,, . . . , ou Aj , Aj, * • - , A,,. 

On tirera des formules (i) 

( 3 ) Æ;Sa,--l- jS Ai+ -s Sci-H. . . -t- MySA,-= S A,- — Se,-. 

A l’aide de cette dernière formule, on pourra éliminer x des équa-- 
tions (i), et, en posant, pour abréger, 

. . . , A,- — <XiShi=: A hi, 

«,-S£,-= Ae,-, 


(3) 

( 4 ) 


bi— a.i'èbi—Abi, c,- — a/ S C; = Ac,-, 
ki — «,- S A,- = A A,-, £,- 
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on obtiendra, au lieu des équations (i), les suivantes : 


y AZ^j -f— .s AC] -f” . . . (r A/ij — AA'^ — As^, 

y A&2 ^ Acg “l~ . . . ^hçi — AAr2 * ■ As^, 

? 

y A -l- 5 AC;,. -H . . . “H w Ahji — AA';^ As,,. 

Soit maintenant J celle des inconnues y, s, w pour laquelle, 
dans les premiers membres des équations (5), la somme des valeurs 
numériques des coefficients est la plus grande possible. Désignons 
par S'Abi cette plus grande somme, et par 

S'Ac,-, ..., S'AAi 



ce que devient cette somme, quand on y remplace 


A/>i, AZ>2, . • ., Ab/i 

par 

Aci, Ac», ..., Ac,i, ..., ou par A/j,, Ah^, ..., AA,,. 
On tirera des équations (5) 

(6) yS'AA,--i- ::S'Ac,-+. . .-h «-S'A/i,-- S'AA',-- S'Ae,-. 


A l’aide de cette dernière formule, on pourra éliminer j des équa- 
tions (5), et, en posant, pour abréger. 


(7) 




AZ>,. 

S'AA,-’ 


( Ac,-6,-S'Ac,.-A^c,-, ..., AA,— 6,-S'AA,-A2A„ 

(°) 1 

{ AA',- — 6,S'A/f,-— A^A,-, Asi — S,-S'Ae,- — . A^e,-, 

on trouvera 

A' c, . . . -H w A^ A, ~ A“ A, — A^ Ê, , 

5 A-Cj 4- . . .■^- (V A-A.2 = A® Aj — A^Sj, 

î 

sA^c„4-.. .-i-wA^k„=A^k^—A^e„. 

En continuant de la même manière, on obtiendra définitivement, à 
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la place de l’équation (i), un système d’équations de la forme 
1 (V A'"-’ Â, = A"‘-‘ /t, — A'"-* £,, 

(■O) ■ ; 

( (V A'«-* /i„,= A'«-‘ A';, — A'»-* £„ ; 

puis, en désignant par A,- la somme des valeurs numériques 

de A"'-* A, , A"'"' Ao, . . . , A"'"' A„, et par 

S(m-I)^m-l/,. OU par A"'-‘£;, 

ce que devient Sf'“~'^A"‘“' A/ quand on y remplace A,, A,, . . . , /t„ par 
^11 Aa, A/, oupar £i, £2, •••, £/i, 

on tirera des formules (10) 

(l r) (vS("‘-'IA"'-‘//,r=r S('«-OA'«-' A,-— S<"‘-')A"‘-'£,-. ■ 

Enfin, en éliminant w des équations (10) à l’aide de la formule (n), 
et posant, pour abréger, 

A"'-*/?.,- 

( A"' kl — A"‘-> A'i — rjj- S'“-' > A'" -• A,-, 

I A"' £,• = A"‘-' si—f\i A™-’ £,-, 

0 = A'«Aj — A"'£„ 

par conséquent, 

(i 5 ) A'«£i— A"‘A i, A^Ej^A^Aj, A"‘£„=: A'" A„. 

Ces dernières équations déterminent complètement les valeurs de 
A'"£j, A^'ea. •••> c’est-à-dire tes diverses valeurs de A'"c,-. Si, 

pour abréger, on pose 


(12) 

(13) 

on trouvera 

(14) 
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on aura généralement, en vertu des formules (i 5 ), 


(17) 



Si, d’ailleurs, on pose 

(18) l = Ssi, (iz=S'Aei, 




on tirera des formules ( 4 ). ( 8 ), • • • > (17) 


(,g) £,•= a,'). H-Sj-fx-t- yj-v + . . . + Ui-Ç -h G/. 

En vertu de la formule (19)» la valeur de ti dépend des valeurs des 
m sommes représentées par les lettres 


l, p., V, ..., Ç. 

L’hypothèse la plus simple que l’on puisse faire sur les valeurs de ces 
mêmes sommes est de les supposer nullcs, c’est-à-dire de prendre 


(20) S£i=0, S'A£,-=0, S(«-»A'"-'£/=:0. 

Alors on a généralement 

( 21 ) _ &i=Si, 

et les formules (2), ( 6 ), . . . , (i i) donnent 


xSai-i-ySbi wShi “S/c,-, 

yS'At»i-l-...-i-(vS'A/t,- =S'A/r,:, 

> 

A™-’ S<"‘-U A'"-‘ /f,-. 

Ces dernières équations sont celles auxquelles conduit la inélhod(‘ 
d’interpolation déjà citée. Elles fournissent, pour les inconnues x, y, 
5, . . . , w, des valeurs que l’on peut aisément calculer, en commen- 
çant par (V. Ces valeurs, qui ne sont qu’approchées. Jouissent de pro- 
priétés remarquables indiquées dans le Mémoire sur l’interpolation. 
Si on les désigne par x, y, z, ..., w, si, d’ailleurs, on nomme rj. 
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, (0 1<‘S t‘rrruï“s <|u’rllrs coüi purhMit, on aura rigomaniscnnnïl 
\Sf/, r vS/^i î zSr, ... • \\S//, S/,, 


vS'A//^ ;• zS'Ar, 


\\ S//, 

NV S' A//, 


wS"' ‘’A"' *//, S ^^A"' */., 


t î|) \ ,v V f,. 


U’ NV m; 


rE (lus âi|uations ( ? ), i li ) { t \ ), jiuntus aux l‘urinul(‘s { iH ), ( “i'5 ), 

( 2 U cMî îirrra 

I I rShi \ ïS<v I ... i /. 

, 1 rS'AA^ » ÇS'AfV i ... i mS'A/u /i. 


’ mS U'" ‘ 

Il i‘sl bnu irohs(u*Yar vurlu (1rs lurimilts l 'J ) iM f E 17 ) 

(»l ( H h <»E\» nu a grurralruH'ul 


I, S O, S y, <u 

' U n, 

^ /f * » 


S n, 

S'' « K 


Erla jiosi*% niî lirrra surr(*SHivfUïHUïl di* la Inrimib* ( nj ) 


1 ";' 

' /» 

}.S'’ 

, i p. 


s-„ 


î /j-S"?, i y. 


! isfm -t!|^ 


ai f -e. . 

. ‘T ç. 


rl 1*1111 liuiirni lirs fnrmiilrs (* 47 ), jointes aux équations ( 2 :V), tirer 
iralionl les valeurs des eoefïicients 


|x, K, c» 


S. I, l. XII. 
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puis celles des erreurs 

-fl, K, •••, w, 

de manière à obtenir ces diverses valeurs exprimées en fonctions 
linéaires des sommes 

Szt, S'St, S(»-’)£;, ' 

OU, ce qui revient au même, en fonctions linéaires des erreurs 

Si J • • • > • 

En opérant ainsi, on parviendra à des équations de la forme 

/ ^ = ?i £| H~ H" - • • H" 

I Y] == iQl £ 1 + *f}2Ê2'+‘' * -H" 

(28) 

I * • ? 

\ fj) =1= 6)1 £1 -f- C(()2£2 +• • • * -H 

^1» ^25 •••» ^719 ^19^2» ••*9 ^19 ^29 •••9 G tclD t Cl OS (| Utllî tJ tCb 

dont les valeurs seront données en nombres; et, à l’aide de ces équa- 
tions, on pourra se former une idée du degré de précision avec lequel 
chacune des inconnues 

æ:, y, .3, (V. 

est déterminée par les formules (21), ou, ce qui revient au même, 
par les équations 

(29) æ = x, 7 = y, JS — Z, <v=:w. 

En effet, les erreurs ‘ 

Ç, Vt • • • , w 

que l’on commettra en prenant x, y, z, . . . , w pour valeurs des incon- 
nues x, y, s, (P seront équivalentes, en vertu des formules (18), 
à des fonctions linéaires et déterminées des erreurs 

^19 £29 -...J 

et par suite les limites ^que pourront atteindre les valeurs numé- 
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riques de y], C. ■ • • , w dépendront des limites que pourront atteindre 
les valeurs numériques de s„. 

Concevons, pour fixer les idées, que les quantités /c,, /c,, ..., A-„ 
soient toutes de même nature, et que, dans la détermination de cha- 
cune d’elles, l’erreur à craindre soit renfermée entre les limites — £, 
4- £. Soient, d’ailleurs, 

31a somme des valeurs numériques des quantités ko, ..., 

H la somme des valeurs numériques des quantités y],, y]^ ■/]„; 

«••••• ••.•••• J 

ù la somme des valeurs numériques des quantités tn,, coj, . . . , w,,. 

En vertu des formules ( 28 ), lorsqu’on prendra x, y, z, ..., \v pour 
valeurs approchées des inconnues y, s, . .., çv, les valeurs numé- 
riques des erreurs à craindre auront pour limites les produits 

Se, IIe, ..., 

Par suite, si, au-dessous des inconnues 

æ, y, . 

on écrit les nombres correspondants 

S, H, ... 12, 

alors, à un plus grand nombre correspondra une inconnue pour 
laquelle la limite des erreurs à craindre sera plus considérable. Les 
grandeurs respectives des nombres inverses 

/os II I 

(00) ÿj, •••, ^ 

fourniront donc une idée de la précision avec laquelle les inconnues 

a:, y, ..., IV 

seront déterminées par les formules ( 29 ). 

On se formera une idée plus exacte encore de cette précision, si, 
au lieu de supposer les valeurs numériques des erreurs £ 2 » • • • > 
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inférieures à une certaine limite £ qu’elles ne puissent dépasser, on 
considère chacune d’elles comme pouvant atteindre à la rigueur une 
valeur numérique quelconque, mais avec une probabilité qui dé- 
croisse très rapidement quand cette valeur numérique vient à croître, 
et si l’on prend pour S, H, . . . , O des nombres proportionnels à ceux 
qui exprimeraient alors la probabilité respective de l’abaissement des 
valeurs numériques des erreurs ç, yj, m au-dessous d’une limite 
commune et infiniment petite. C’est ce que je me propose d’expliquer 
plus en détail dans un autre article, en recherchant comment les 
nombres S, H, ..., O dépendraient alors des coefficients ^2, ..., 

1 > 2 » • • • 5 • • • î W I > ^2 ♦ • * • » • 

Avant de terminer cet article, nous remarquerons que des valeurs 
de y, s, ..., çç, fournies parla nouvelle méthode d’interpolation, 
on peut aisément déduire celles que fournirait la méthode connue chs 
moindres carrés. On y parviendra, en effet, en opérant comme il suit. 
Désignons par la somme des carrés des erreurs 

Pour que cette somme devienne un minimum,, comme l’exige la mé- 
thode des moindres carrés, il suffira d’attribuer aux quantités 

/>-, F. • • • . s, 

comprises dans le second membre de la formule (19), des valeurs qui 
vérifient les équations linéaires 

2 a, H- g,'fx + }/,-y 4 -, . . 4- vj,'Ç 4- £!,•) = o, 

2o,' (a,-^ 4- 4- 4- . . . 4- lej-ç 4- 0, ) = O, 

> 

l'ni{ai'k H- 4-. . .-f. mç H- ôi) zrr O. 

D’ailleurs, les diverses valeurs de 0 ,- étant généralement très petites, 
on pourra en dire autant des valeurs de X, p., v, ... . , ç, et, en les cal- 
culant, on pourra exprimer chacune d’elles à l’aide d’un très petit 
nombre de chiffres significatifs. Cette, circonstance permettra de 
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résoudre facilement les équations (3i). La résolution étant effectuée, 
les valeurs des inconnues x, y, s, . . . , w seront fournies par les 
équations 

(24) X = x — y = y — n, Z — Z — K, fp = w— w, 

les corrections Ç, t], ‘C, ce étant elles-mêmes déterminées par le 
système des équations 

^ S cil -H TQ S hi -t— Çb — t- . . . fo S hi 

■/)S'AZ)j-+- ÇS' Ac,- . .-1- £oS' AA,- 
ÇS''A2c,H-...H-coS"AVi,- 


coS(“-‘>A"‘-‘Ai=ç. 

En vertu dos équations (3i) et (32), les corrections yj, ‘C, . . . , w 
offriront des valeurs numériques qui seront en général sensiblement 
inférieures à celles des quantités 0,, 0», . . . , 0„. La raison en est que 
les coefficients de X dans la première des équations (3i), de p-dans 
la seconde, etc., de ç dans la dernière, c’est-à-dire les sommes 

.W > • • • > /, 5 

se composeront do termes qui seront tous positifs, tandis que les 
autres coefficients et les sommes 

Icc/Û/, lêiS,-, ..., Irjidi 

se composeront de termes qui seront en général les uns positifs, les 
autres négatifs. Donc, et attendu que les valeurs numériques des 
quantités 

01 , 02 , ... , 0,1 

seront généralement très petites, on pourra en dire autant a fortiori 
des valeurs numériques des quantités 

et des quantités 

ri, Ç, 
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qui se déduiront successivement des premières a 1 aide des équa- 
tions (3i) et (32). On ne devra donc pas être surpris de voir les résul- 
tats que fournit la nouvelle méthode d’interpolation coïncider en 
général à très peu près avec ceux auxquels on est conduit par la mé- 
thode des moindres carrés. 

Remarquons encore qu’on pourrait appliquer aux équations (32) la 
méthode de résolution employée pour les équations (i). Cette applica- 
tion sera d’autant plus facile, que les valeurs numériques des quan- 
tités 

0 ], 02 , . . ., 0 » 

seront plus petites. En effet, lorsque ces valeurs numériques, et à 
plus forte raison celles de A, [i, v, . . . , ç, seront très rapprochées do 
zéro, on pourra ordinairement, dans le calcul de ces dernières, s’ar- 
rêter après la détermination d’un petit nombre de chiffres décimaux, 
par exemple d’un ou de deux chiffres significatifs. 


520 . 

Analyse mathématique. Mémoire sur les différentielles et les ^mrialions 
employées comme clefs algébriques. 

C. R., T. XXXVII, p. 38 (il juillet i853). 

Comme j’en ai fait ailleurs la remarque, il est souvent utile, dans le 
Calcul différentiel, d’attribuer aux différentielles des variables indé- 
pendantes des valeurs finies et déterminées. La même remarque, 
dans le Calcul des variations, peut être appliquée aux variations de 
constantes arbitraires supposées indépendantes les unes des autres. 
3’ajouterai que ces différentielles et ces variations peuvent être aussi 
employées utilement comme clefs algébriques. C’est ce que je me pro- 
pose ici de faire voir. 
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§ I. — Différentielles employées comme clefs algébriques. 

Considérons n variables x, y, z, ... liées à n autres variables x, 
Z, ... par n équations distinctes. En vertu de ces équations, 1 
variables x, y, z, . .. seront fonctions des variables x, y, z, . . . , 
réciproquement. Cela posé, on aura, en considérant x, y, z, . 
comme fonctions de x, y, z, . . . , 

( àx ~ Dxæ; dx -h DyX dy + D^x dz + . . 

(>) dj/ — D.xjdx-t-DyjKdyH-Dj7dz + ..., 


et, en considérant x, y, z, . . . comme fonctions de x,y,z, . . . , 

I dx D^ïX diT -h DyX dy -t- DjX ds , 

( 2 ) dy = Djcj da; -t- Dyy dy + DjZ ds -H . . . , 


Concevons maintenant que l’on combine entre elles, par voie de mi 
tiplication, les différentielles dn?, ôy, d^, ..., déterminées par 1 
formules (i), en considérant les différentielles 

dx, dy, dz, ... 

comme des clefs algébriques assujetties aux transmutations de la forn 

(3) dy dx:r:— dxdy. 

Posons d’ailleurs 

(4) dxdy dz. . . :r;i, 

et désignons, à l’aide de la notation j dæ dy ds . . . |, ce que devient, ( 
égard aux transmutations (3) et (4), le produit dajdyds .. . des d 
férentielles des variables x, y, z, — La formule (3) et les formul 
semblables entraîneront avec elles les transmutations de la forme 


(5) 


dy da: ü — àx dy. 
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et, eu égard aux formules (3), (4), (5), on tirera : i° des équa- 
tions (i) 

(6) I dajdjds. . . I =S(±:DKJ?Dy/D2s. . .); 

2 ° des équations ( 2 ) 

(7) ir=|da;d/d3... | S(±D^xDj.y D^z. . 

Si, dans cette dernière formule, on substitue pour |da;djd3...J sa 
valeur tirée de l’équation (6), on obtiendra la suivante 

(8) S(±:D^ajDy7D,3...)S(±D;*xD3.yDjZ. . .) = 1 , 

à laquelle satisfont, comme l’on sait, les dérivées que l’on forme, 
quand on différentie d’une part x, y, z, ... considérées comme fonc- 
tions de X, y, Z, . . . , d’autre part x, y, z, . . . considérées comme fonc- 
tions dex, y, Z, — 

Concevons à présent qu’au-dessous des n variables 

X, y, s, ... 

on écrive n autres variables 


U, (>, w, .... 

En nommant h, k deux fonctions quelconques des 2 /z variables 

X, y, z, a V, Vf’, . . . , 

on aura 

( dA = Da,/i -H Tiyhày . .4- D^A dw -l- D^A d(^ 

( 0)1 

( dA = H^kàæ Dykûy +. . . 4-D,tAdM -+■ D^/c dp . 

Cela posé, désignons à l’aide de la notation j dAd^| ce que devient te 
produit dA dA quand on assujettit les différentielles des deux systèmes 
de variables 

X, y, s, 

U, P, «>, ... . 

aux transmutations de la forme 

( da?d«üi, djdpüi, dsdpp^ii, 

(10) 

( dttda^ü — I, dpdy2i— 1 , dwds^i — i, 


• • 9 
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en remplaçant par zéro, dans le développement de dAdA-, ceux des 
produits binaires des différentielles 

dx, dy, ds, du, de, dw--, ..., 

qui ne sont pas compris dans la formule (lo). On trouvera 

(11) I d/f dA I = ( A, X'), 
la valeur de (A, A) étant 

(12) (/), A ) = D^A I)„/f - D„AD^X + I)yhB,/c - I)„A D^/.- + . . . . 
xAjoutons qu’en vertu de la formule (12) on aura généralement 

(13) . 
et 


(14) {h, h) — O. 

Supposons maintenant les 2/?. variables 

•r, y, Z, U, (!■; . . . 

liées à "in autres variables 

a, b, c, ... 

par des équations de nature telle, qu’on puisse en tirer les valeurs 
de æ, y, exprimées en fonctions de a, h, c, . . . , et, réciproque- 

ment, les valeurs de a, h, c, ... exprimées en fonctions de x,j, z-, . . . . 
On aura, non seulement 

(15) dir = Dxdàx -1- Dy « d/ 4-. . . H- D„ « dn -4- D,, « de 


mais encore 
(16) 


I dit’ ~\)ax; da + db + DeX de , 

j du -- Da a du -t- Di M dA H- De « de 4- . . . . 


Cela posé, si l’on considère les différentielles Ax, dy, . . . , du, de, . . . 
comme des clefs algébriques assujetties aux transmutations ci-dessus 
- s. I, t.xn. 


OEiwres de C. 


7 
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énoncées, on tirera de l’équation (i 5 ) 

I da da; I = — D„ a, | da dw | = Dj; a, 
et des équations (i6), jointes à la formule ( 1 1), 

I da da? I = (a, a)D<i a; -h (a, 6) Da a + (a, c) De -H. . 

I da da I = (a, a) Da a -H (a, ^)Da a -I- (a, c)De a • 

On aura donc, par suite. 

Do: a = (a, a) Da a + (a, è) D* a + (a, c) D^ a , 

D„ a = — (a, a) Da a? — (a, 6) D* a? — (a, c) 1)^. a? — .... 

Ajoutons que les équations (17) continueront évidemment de sub- 
sister, si l’on y remplace les variables x u soit par/ et e, soit par 
Z etw, ou bien encore, si l’on remplace la quantité a par i’iine 
des quantités b, c, 

Concevons, à présent, que, x, y, z, . . u, ç, w, ... étant consi- 
dérées comme fonctions de a, b, c, ..., on réduise à l’unité la diffé- 
rentielle de a, et à zéro celles de b, c, ... , en sorte qu’on ait 

(la = I , d^» =r 0 , de O, ... ; 

les équations (16) et les formules analogues donneront 

dx — Da a-, dj = Da y, ..., 

du — Da a, dv =. Da .... 

Par suite, la formule (i 5 ) et les formules semblables qui fourniront 
les valeurs de dZ>, de, ... donneront 

/ Da' a Da a? H— Dy a Da y -h . . . 4- !)„ a Da u H- D^ a Da (’ -f- . . . ™ i , 

/ C\ \ Dy b ii a y -1-.. .-‘rïi,ib Da U b [)« (’ r= O, 

i Da C D„ a: Dy C Da y -t- . . . -H D„ C Da a -+- Da C Da e . =r O, 


Or, si dans les équations (t8) on substitue pour 

Da;«, Dya, ..., D^b, DyZ/, 
Da^j D^a, ..., DaZ^, D,.^, 
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leurs valeurs tirées des formules (17) et des formules analogues, on 
trouvera 

{a,a)\_a,a'\-\- {a,b)\^a, b'] 4 - (a, c) [a. c] -t- . . . = i, 
{a,a)[b,a'] + {a,b){h,b]-ir{a,c){b,c'\-i-... = o, 

{a, a) [c, «] + («, b) [c, &] 4- (fl, c) [c, c] 4-. . . — o, 


les valeurs des quantités 

[fl, fl], [a, b'], [«,c], ..., [^',«1, [b,c], ... 

étant données par des équations de la forme 
( 20 ) [ A, A'] = D A , 2 ; Di H — D* « D,t fl? 4 - D A 7 D/, P — Da e D]i. / 4 - . . . , 

de sorte qu’on aura généralement 
( 2 .) . [A,/0^:r-[A,A] 

et 

(au) [A, /i]=^o. 

Si les formules (19), respectivement multipliées par des facteurs 
indéterminés a, 6, y, • • • , sont ensuite combinées ensemble par voie 
d’addition, alors en posant, pour abréger, 

/ \ [fl, fljfl 4- [b, «]8 4- [c, «]y 4-. . 

( 28 ) < ;jt — [fl, A]a 4- [A,-A]6 -+- [c, A]y 4-. . 

( V ::::;[fl,c]oc4-[A,C]64~[c,c]y4"..., 

on obtiendra l’équation unique 

(24) (fl, rt) 7 i 4- (fl, A))x -1- (fl, c)v 4-. . . = a, 



qui équivaut seule au système des formules (19). D’ailleurs il est 
clair que l’équation (24) devra continuer de subsister, si l’on y 
remplace a et a par h et é, ou par c et y, etc. On aura donc géné- 
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et de plus 

(34) I jXyv. . . I = — I . . 1, 

Les équations (19) sont précisément celles que j’ai données dans 
le Mémoire lithographié en 1 832 ('), comme propres à déterminer les 
quantités 

{a, b), («, c), {6, c), ... 

en fonctions des quantités 

. [«, lî'], ■ ■■, [à,c], ' 

Pour qu’il ne restât aucun doute à cet égard, il convenait, comme l’a 
remarqué M. Liouville, de prouver que les valeurs de 

{a, b), (a, c), ..., 

déduites des équations (19), ne sont ni infinies, ni de la forme 
Or c’est là ce que prouve, en effet, la formule ( 3 o) ou ( 3 i). 
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Analyse mathématique. — Suite du Mémoire sur les différentielles 
et les variations employées comme clefs algébriques. 

C. R., T. XXXVII, p. 57 (i8 juillet i853). 

§ IL — Variations employées comme clefs algébriques. 

Soient données entre la variable t, n fonctions de t désignées par 
x,y, Z, .... et 71 autres fonctions de t désignées par u, v, w, .. . , des 
équations différentielles, en nombre égal à 2n, et de la forme 

j D,^r= D„Ç, Bcy= D,Ç, ■ D,s = D^Ç, 

|d, — D^Ç>, D(V=~Dj.Ç, D^h— — D;Ç, 


( ^ ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. XV. 
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tii(‘(ri‘s, pour le <';is oii l’on supp«isi> los variations de a, h, r, ... 
indôpcndanli'S ilo /, [mmiI so dôdiiin* do la (dianulo (ii), oomnio la 
forniulo (i 1) pont ôti’o (irôo d(‘ rd(|iialion ((>). Il v a pins : on ptnil 
lairo ooïnoidor la Idrnuih' (i i ) avoo rô(|nalion (tij dt' la inaniôro sni- 
vanto. 

Pour (jiio los oonstanlos a, h, r, ... soient arhitrairos, il siillit (iti’oii 
les siijiposo i’(‘prosonlo('s par dos l'onotions arbilrairtunonl olioisios 
d’uno atitn* oonslanto arhitrairo // on /•. Al(»rs, {‘ii noininant s nno 
IdiK’lion d(w/, o, ...,/, o( on indiijuant, à l’aido di' la l•al■aoloris- 
tifjno -i on </[ , dos variations ladalivos :i la proiniôro (tii :i la sooondo 
hvpotliôso, on aura, si l'on oonsidi'i'o o, /n o, ... coinnio ('oiiotioiis 
do ft, 

os 11/, so//, 

ol, si l’on oonsidi'rt' a, h, r, ... <’omino Ibnolions do 

A. 

Pîir suif*% <‘n posant 

uh ï, ./.A I, 

on aura siniploînonl 

!>/, s 1)^ s 

ol !*fHi toi roîM'lura 

(l'i) M 

D’aillours, il sntlira do snlisliinor, dans la rorinnlo {ti), aux doux oon- 
stanfos arintrairos (■/ o( h l<‘s doux oonstanlos arbitrairi's // ol X’, pour 
/dilotiir rô<[nalîon 

((.’)) X I <-onsl., 

dans hnjuollo on aura 

(Hlj 1//./.I l>/,''ll*« I l>/,.>'l>*o -.II/,on/.r I 

ol. on oKurd à la fbnnulo (i.i), rôquation ooïnoidora ôvidonunoni 
avoo la Ibrimilo (7). 

Obsorvons it prosont ipio, on vorUi dos oquations iinios qui roprô- 

ft 

(PKticréS *it C*. — U U Xli. 
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scnteront les intégrales générales des équations (t), on pourra consi- 
dérer, non seulement les inconnues x, y, c-, . . . , a, r, . - . comme 
fonctions de t et des constantes arbitraires a, h, c, mais aussi 

a, h, c, .. . comme fonctions de x, y, z, . . . , ii, v, w, Cela posé, 

si, en nommant h, k deux fonctions quelconques de x, r, -, - ■ ■ , r/. e, 
m, .... i!, on pose 

(17) (/<, k) — Vtji I)„ A- - \)Ji D^/.- -H \)yh D„/.- — l)„/t \)yk -I- . . . , 

on prouvera, comme dans le § 1, que les quantités (a, h), {(il <■), . . . , 
(fi,c), ... peuvent être exprimées par des fonctions rafioniielies d(“s 

quantités [«, c], •••, Donc, si l’on prmid |)our h, k 

deux quelconques des quantités «, h, c, la forinub' (il), ijui sub- 
sistera toujours dans cette hypothèse, entrainora ta suivante : 

(18) (/i. A) = consl. 

Au reste, sans recourir aux calculs elléctués dans 1, on pourra 
sans peine établir la formule (i), en considérant d’abord le cas oii h>s 
constantes arbitraires a, h, c, ... se réduisent aux vahnirs particu- 
lières qu’acquièrent tes inconnues x,y, z, . . . , u, e, u', . . . , pour uni' 
valeur donnée, par exemple pour une vahuir nulle d(ï la variabb- /. 
En effet, soient x, y, z, ..., u, v, w, ... ces valeurs particulièia's, eu 
sorte qu’on ait, pour l = o, 

OS) 1“'=*’ 

I f(. = u, (’rr-v, U’ -- W, .... 

On aura, en vertu des équations (i5) et (iG), 

(20) [/i, A] “ |)/jX ])/,.u ■— 1)/, u I)x:X H- D/,y D^. v — D^ v D/ _y -f- . . . . 

D’ailleurs, si l’on prend pour A et k deux quelconques des (piaii- 
tités X, y, Z, .... u, v, w, . . . , les termes de la suite I)/, x, lb,y, 

D^z, ..., D4U, D4V, DaW, ..., et ceux de la suite D^x, D^y, Dji/. 

D*u, D^v, DaW, . . . s’évanouiront tous, à l’exception des termes i)/,A, 
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D^A', qui se réduiront l’un et l’autre à l’unité. Cela posé, il est clair 
que la formule (20) donnera 

(2>) [A,A-] = o, 

à moins que h et/c no se réduisent à deux termes correspondants des 
deux suites 

X, y, Z, 

U, V, w, 

et que, dans cette dernière hypothèse, on aura 

(22) [A,/,]r:.-[/.-,/0=I. 

si h représente un terme de la suite x, y, z, . . . , et k le terme corres- 
pondant de la suite U, V, w, — On trouvera clFectivement 

, ( [x,u]=:i, [y,v] — r, .[z,w]“i, 

(23) 

([u,x]= — 1, [v,y]=— I, [w,z]=— I, 

et les autres expressions de la forme [A, /cj, non comprises dans li^s 
formules (aS), mais relatives au cas où h, k représentent deux d('s 
quantités x, y, z, . . . , u, v, w, . . . , se réduiront à séro. 

D’autre part, si, en désignant par s l’une quelconque des incon- 
nues X, y, z, ..., U, e, ny et par l rune quelconque des con- 

stantes ai’hitraircs x, y, z, . . . , u, v, w, . . . , on pose o.y = D^.v, la for- 
mule (6) donnera 

( 24) (ô, = êx D/ H — ôu 1)/ X -h dy I)/ (’ — di» I)/_y h- . . . ; 

et, comme, en vertu de l’équation (7), la valeur précédente d(i (0, cl\] 
ne sera point altérée si l’on y pose i ~ o, on, aura nécessairement 

j $x 1)/ u — 5a I)/ a;’ -+- 5y ])/ e — de D/y -f- . . . 

1 = dx D/ u — du D/ X -H dy J)/ v — dv i)/y 

Soient maintenant A un terme quelconque de la suite x, y, z, (>t 
k le terme correspondant de la suite u, v, w, On tirera de la for- 

mule ( 25), en posant 1= h, 

* 

(26) dicl)* — d«l)/, .î; - t- d/l);, e — deü/i/ H-. . . = — dA-, 
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ot, on posant / == X", 


( ) a/* I)/.. U — ou 

D,,.o 0- 

Dy D/. 0 '/O D . .r 


Si dans los fdrinnlos (27 

) of (2 

C) on siilolitno 

■ il ih 

doniKM's par doux ('‘([nations do 

■ la r(trni(‘ 


(:^8) o( • 1 0“^’ ■ î - 

D,/'î.v 

... D„ / 'd/ 

1 ), / m 

011 (r()uv<‘ra 

( 1)^. //o.r - r 

D, h ùv 

' ... }f il (i 

D. h 

1 

Dt cor 

• ... Ih. -i' ^ 

l>.. y 

t !>, /. o.r 

1», /. 'i r 


D, /. 

( lf/,ao.r’ 

D/, !• 'ly 

■ ... ‘ ïh, - 1 " Ofi 

lu, y 


Ci's doux (ioi-iiiôros l'oniuilos ilovaiit sniisisfor, ijindlos •Muml !■ 


variations o.r 

\ N 

, or, 03 , 

. . . , OM, 00 , 

% 

Oil% , 

. . , Hii <‘îj rujirlîîr. 

i 10 k 

/ 'it » \ 1 

!>« ", 

10 fl 

D* r. 

D , fl 

H > 1 1 , 

1 D„/( 

D/. O, 

D,.// - 

Di V, 

D.. k 

lî. », 

ot 

1 

!>/, Il, 

D,/. 

tu, ' , 

1» . /. 

Ih, H » 



D.. /. 

tu, r. 

tu f- 


En vorlu dos 

(dnuuh’s 

; (‘ 5 i ) et ( ta ), on 

aura ovidoinmont 


(Tî) (//./. i j/n/. |. 

par coiiséqiionf , on ayant ô^ani à l’ôfjuatinn (’n ), 

(34) (/'.X ) - {h, fl) I. 

Ajoutons (|uo, si r<ni noinmo /t, h’ doux tonnos disliin Is do la miiIo 
y, ot X-, k' los <loux toriuos iairrospnudanis do la >iiiIo u. 

w, . on aura onoore, ou vorlu dos forimiîos (Ai) ol ( ia ), 

(A,A') O, (/.,A') O. 

<//, 4') A'] = o, (k,k') \ h,k'\ iK 
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Donc, en définitive, si l’on nomme A et k deux termes de la suite x, y, 
Z, . . . , U, V, w, ... qui ne se réduisent pas k deux termes correspon- 
dants des deux suites x, y, z, . . . ; u, v, w, . . . , on aura toujours 

(35) {h,k) = o. 

Il en résulte aussi que la formule (33) subsiste toujours, quand on 
prend pour A et k deux termes quelconques de la suite x, y, z, ..., 
U, V, w, Donc alors la formule (i5) entraîne avec elle la for- 

mule (i8). 

Considérons maintenant le cas général où A, k représentent deux 
constantes arbitraires quelconques, introduites par l’intégration des 
équations (i). Ces deux constantes arbitraires ne pourront être que 
des fonctions de x, y, z, . . . , u, v, w, . . . , et, si l’on attribue k ces 
dernières quantités les variations Sx, Sy, oz, . . . , ou, Sv, ow, . . . , les 
variations correspondantes de A et k seront données par les formules 

^ ^ û/i ™ Dx./i ^x. “i- DyA oy . . . -h “H Dy h— • • • » 

I §k — D,/c âx H- Dy/f ôy H- 1)„ /c ôu -H Dv kôv-h.... 

D’autre part, en vertu des intégrales générales des équations (i), on 
pourra considérer non seulement x, y, z, u, e, cp, ..., comnu' 
fonctions de x, y, z, . . . , u, v, w, . . . , t, mais aussi x, y, z, . . . , u, v, 
w, ..., et, par suite. A, k comme fonctions do x, y, z, ..., a, e, 
w, , t; et alors, k la place des formules (36), on obtiendra les sui- 
vantes : 

[ §h = Da-A àx H- Dy/t ây -h - . - -t- D„// ô« •+■ l)„/i i5e H- . . . , 

(87) j 

f ok A' àx —H Dy A" ày -H . • • —H D,, A* d u -r~ D,, k —H .... 

Or, des formules ( 37 ), jointes k l’équation (ty), on tirera 
(38) |ô/iâA| = (A,/f), 

pourvu que l’on représente,' k l’aide de la notation jSAoA|, ce que 
devient le produit SA SA dans le cas où l’on considère les variations 

ôy, ôs, . . . , Su, Se, Sw, 
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iy-> 

comme des cicts assuj(‘l(ies aux (raiismufalidiis 

i ôæ or/ yii, oï'oc ■~' i, <•); ou 1 , ... 

(•^9) L . : , 

f ON o.f ' — I, or oy ît om'oz i, . » 

(‘t où l’on ren)phu*(‘ par zôro h^s prnduifs lunaires clos lurnir- \aria 
lions, non compris dans Icz l()rmn!cs (3;)). D'ailleurs, de la f'm' 
ninl(‘ (38), join({* h récjnalion ( 3 i ) oii (3*5 i, il ré.stîlîe : î“qiif 1’»»!! 
aura 

( 4 o) I oh oh î , o/% oh . t . 

si Tou prend pour h un (crnie de la suite x, _v. et pour !i le terme 

eorr('spondanl de la suite it, e, «r, (jue l’on aura, au cimtraire, 

(.'lO \oliol, .U. 

si l’on prend pour // et k deux termes de la suite x. v, i n, 

\v, ... (|ui lU' s(‘ réduisent pas à deux termes eorrespiuidaufN des 

deux suites x, y. z, ...; u. v, w Oela [lose, la valeur peuerali* de 

l'expression |o//oX‘j, tirée des idrmules sera évideuiiueiit eejle 

({u’on obtient (jiiand ou (-(uisidère les variations ox. ^v, oz '•ùi, 

ov, o\v, ... eomine des elel’s assujetties aux traiisiuiltalious 

t o \ on I , ov o\ 1 , 0/ ow I , ... 

! ou ox i, o\ o_\ I, o\\ ot. I. ... 

et quand on remplaee par zéro les produits de ees métue> variation*-, 
lion compris ilaiis les rormules ( jai. Or, en opérant ainsi, ou Irouver.i 

oh nk D,/( D,./. \)Jt D,/. i- D,/i D. A - l>,// D, A » . ; 

et, comme la Idrmule (.ÎH) donne généralmneiil 

(4:t) (A. A) j.îAoAj, 

on aura micori' 

(44) (A, A) / D,A t>„A - D„A D,A -e D,A D,A - I). A D,A . . , 

puis, de la formule. (38), (’omparé<> a l’équation (i"), on conclura que 



\:\\n \ ïT ‘>rri. 


( 

la valr ur { h, /•) n'i^sl pas alh’‘rr(‘, ([naiid ou y posa / o, {‘1, par suili 

r y » - /.* . . U, a \\ U’ w, 

On aura doin* <j:ànâralanH‘n( ( // , /* ) aonsl., «‘onrorint'nnani h l’aciu 
li(»ü ( J H ). 

La lornnih^ { ) nllVa «‘nama» un nioycni farila <la aaLniIar I 

vainu’s dns (‘xpr<assioïis da ia lor/ïH* (//,/* ), <*{ (râfaldir hnirs divars 
propriâlâs. r/as{ t*a (jua Ton vtMTa dans un prnahain arfiida. 


n()2. 


Anu vsr MMurMVTîot I • Mnnoirr sur !' IfUrrpolaiion. ou rr/u{frqu(\s 
sur li's rr//ufn/iu’s dr M. Jnlas Bi<‘nayinâ, 

a. \ \ \\ II. {I. r» I f ni piilh'i ihvî). 


La i'ofUfUr rr/u/ti da la darniàra sâanaa ranlarnia un Mânndra hi 
l’avanl -darniara par M. Jnlas Bianayniâ. ii un înoinanl un j'aL,i 
alïsanl. La Mtoindri* (*sl inlifnlâ : Itrmaniurs sur 1rs dijfvrrurrs (/ui d 
iiu^urui lu mtl/tudr drs uudndrrs rttrrrs dr IdNfrrputuflufi dr .\1. Lan ali 
ri f/ui ussurrui lu suprrûtrifr dr rriir rurihudr. Hn lisant aa lifra, i 
pourrait aroira la inâlhnda di^s ninindras c*arrâs* {onjnnrs at sons lu 
las rapports, prâlaralda à la nouvcdla niâtlioda irinL^rpolalion cji 
j*ai donnai» en î H'I n Tonitdois* iM*t((* aouidusion ne Sioaiil pas laf^itini 
Lotir nnitra 1<» Lnianr à portât* dt» st* IdruHo* tint* opinion à cet â(^oir< 
fai artt dtnoir h mon ftnir tmmpartu' rnnt* a raiïfrt^ l(»s dcnix inâlhodt» 
1/al^oH‘iflïina dont j’ai fait usagt» en îH 3:> raailiia eeiie aom|)araisoi 
en râtliiisaiif las dfv<*rst‘s mâlhodt^s proposâas par l(‘s gâoinîdrt'S, po 
la râsofîïlirnî t{t»s aquations linâaîr<‘s, a qntdqnas lormult^s gânâral 
t*l fri»s siïnplt*s, rmifarîïîâas tlans lt*s prarniaras paj^as da mon Mâmoir 
f»f qna Ja vais irnlitjiïar, 

Lonsidârons trafH)rtl m inaonniH^s, x, y, s, n\ liées lc\s un 


(ÎV COMPTES HEXni’S DK 1/ AC V HEMI E. 

nnx autres par//^ équations 

(i) n, «), îü, c «», . . . , 

dont i(»s proïuiers iiieuiî>res soiont di‘s fonrlifUis liiirairoH tir rj-- 
inronn!H‘s. Si la résullanfe du Tahloaii qui a pour frrnios Irs (‘urili* 
rirïds de .r, ...» u’ dans h*s lune! ions a ♦ i»!*» C • . . . , q iir > r \ 

nouit pas, on [unirra tirer des équations (m les valeurs tir j\ v, 
i\\ en éliminant FinH* apres l’autre ers îuiotiinues. raiejn-^N 
dans un eertain ordre, et en reiiHuitant de la dernirre des iMniiiil* ^ 
ainsi oht(‘nues ii relies {|ni la preeèdenl. Si, ruî pari itudier * toi u ni 
éliminer .r d<‘ la d«‘U\ii‘me. de la frcdsiéme, .... île la di*riiiére dt^^ 
é(|uations Ç ï ), il sullira de nUraneinu’ de la Idïiiiion ou 
ou /) !i‘ prcHluif de A par le rapport du eiteflieienî de .r daii'^ r! , 
ou C » . . . ^ ou h au (‘oellirienf dt* u* dans i , S{ 1*00 indique, â TaMie «li* 
la lettr<^ earaeferisti(|Ue A» tes (lijfrnnns ilu prt'finrt ttnlrr ainsi id»fe * 
nues, l’éruniuatîou d<* .r entre les é(juations i i i donnera les suivante'^ : 

( 7 , ) At^î» ts AC <», ...» Aq tt. 

iqir(‘illenient, si ron vmil elimiinu’ v de relle>*i‘i, a Taîdi* di* riojo.i 
tion Aitl> o, il s U II ira tle retranelnu’ dt* la loioiiiin AC * . . . « ou A^i !i* 
[iroduit (le Auî, par I(‘ rapport du î'oeüieimîf de .r dans AC* ou Aa 
au «aHdlieieid di* a* dans Ari». Si Ton indiijiîin a raide de la rara*ii'- 
risfi(|m‘ l'\ 1(‘S (////ivvv/rr.v smtnd onlrv ainsi (ddeiiiies, ridiiiiiiiaf ion 
chqr <uil n* les écjuations ( *k) doiuuuat les sïii%aiiles ; 

{;i) A®c O, Aqq u. 

En (UHifiniïaiîf ainsi, on lin irai j.iar jïdïidre aux tujuatiiiiis { t 1 
formules rerderméi^s tivec. (dles dans Iv Talileau snivanl : 



O, Z ■ • O, 

O, AC ' ■ «U 

A* Z “::r i». 


Ail I», 
à^fl ih 


A«|) 


( 4 ) 


ïi!» 

Atiî» 



EXTRA IT N’ ;J22. 


(‘f (■(“ Tabloau porniotlra, non siMilomoni. do calculer aisémcnl, 1 
valeurs do x , r, s, . . . , ct>, (|uo l’on pourra dôduiro dos seules forinul 

(a) cl. O, Alli»' - O, A- O ■-:<>, A^“/) O, 

(‘M rrinoîilani <I{^ Fuih^ à Faulra^, a|)r!‘s avoir lira (1(‘ la dornioïa^ 
valiMir (lo n\ mais (MU’oro <lo (a)iis(a(or la jusfa^sso <l(^s oahuils par 
ïH)nil)ï‘ous(\s vorifirîilioos. 

Supposons mainhoiaiil l(*s /;/ incoiuuios .r, i% tr liras (‘ni 

(‘1I(‘S par n ('‘({ualions (*xac((‘s ou approxinialiv(‘s 

(() ) (r’i O» • • • » Sf , O» 

// riant ('‘gai (Uî suprri(‘ur a /;/. IN)ur (h'dauaainrr (‘oniph'drmcuit I 
val(‘urs (l(‘s inronmoas, il sullira (‘iu‘or(‘ (l(‘ (‘rsoudra’! m ('‘((ualions 

la fdrnH‘ (i), u, nî», C, d('‘signan( /// Foiudicuis linrair(‘s d(‘ ; 

c„. l)’aill(‘urs, dans l(‘s val(Mirs d(‘ n. iii» c, . . . , rxpriinr 
(*u loîirlions d(‘ , z„ pour d(‘s (a| ualions liiHadias, (‘/(‘sl-à-d 

d(‘ la r(H’in(‘ 

, a. ).tf, i ! ... 1 

1 lU. P,£, h I ... 1 (Xain* 

^ Vti:, 1 VaEa i . . . i 


l(‘s laofi'u rs A ^ t Ay . ■ • » » A/^ . [^u. ** 

Ça. •••• î« ponrrotit ô(ro :irl)i(r:iiromou( (dioisis sous ime sot 

oonditiîut, savoir, ((uo los valeurs <lt> 4„, iiî., G /j no puissent, olli 

mémos salislairo à aucune é(|uation linéaire di» laquelle serait oxcl 
(dtaouno dos inconnues .r, p'. s, tr. On no doit pas se préoccuper 
cas où oo((o condition no pourrait être rom{)lie: car ce serait là un c 
(‘X(‘op(ionn(d, et «lans lequel les étjuations (6) ou sc oontrediraie 
mulutdlomeni, ou <lovien<lraicnt insuflisantes pour déterminer I 
valeurs dos inconnues. 

Il est bon d’ttbserver que, après avoir formé les équations (i)» 
devra leur substituer d’autres équations desquelles on puisse aif 
<tf;K.r<-»*c.-s. i,t. xu. 9 


<:()MI>TF*S IIKNIHS IMC I,' V C \ It KM IC. 


(il) 

laenl (irer les valtMirs (les incoiimics. par If- fijiiaîi.iii- 

D’ailli'iirs, on pourra roriiior tiin‘flfiin*nl <■!•- ilfrmi ri ', -an' p.i-- 
par los ('‘(jiiations (i j. Kii ollof, les foriniili's ! - i iliijnii-rDu! 



^ » 

1 AUÎ> 7 . J Izi 7 . y A . ; 

A-,. 

(S) ' A-'C v,A"-, V.A'.. , 

l 

v.A'^ . 

i 

A"C-, ■ f, \”’i, . . . 

^ n A <. . . 

Or, ou o},ou'il aux oqualions ( H (. on p4iurra df 

Ii’îllîilirr rij*.*' 

l(‘s <](*s <li\rrs onirt*> «‘iiînpriNrs 

h* H || | \ i-i'Hrs îi 

Jiorizontalt's du Taldeau 

( -i .. Ai A ,. 

Af!., 

■ A’f,. A’f,. .... AC,... 

A^ : . 

f 

A'"i„ A"'£3, . A"C,., 

^ A-^I. 

en dodnisani, dans la proiniôro iij'iio liuri/ontaif , le (cruif i ili - jo. 

ood(‘n(s eonthiiiôs avoo un pnoiiior sv-ltuno tli 



pui.s ia .socoiiiic li-'iic iiorizontaii* di* la prcmifri' jninlf .1 un m . .ru- 

sy.sloiiic (lo (arf(‘(ir.s a.j ; puis la »roisi.''i))f h..i 

<lc ia sccoiiilo joiiilo il tiii Jroisit-iii.* sv-li-iiî.- dt- laflfiirs v.. , . 
v„; (de. On s(‘ (roiivo ainsi ranionà Iri-s •-iin(dfini'til. par r.-iiipl'O I, 
Iidiro caraolfrisliqiîo A, à la projtosiîion par M. ^{ll•rla\lll. . . 

ndalivo à l’indôpondancc dans laijiirll.- d.-tufiironJ, on pr- sm. . 1 . • 
uns dos anlros, los divers syslèmos d4‘ laofonrs 


X 


1 > 


F-t* i^ft 




V 




Itn roalito, ootlo proposilion pouf so iloiluiia» do ooifi* 

ûon, quo doux Idaotions liiuuiiros <lo .r. r, 5 u 

(%alos outre elles, jiar exemple 


hllfijili» ,1 

Nii»lllîljîîi*îiir II I 


£ el V,£, 





îir rc>M*iîf juisfl’rtiN* iilm f {qnrni<‘ii{ !Hf^..î|îfn|i \ rr lit |ilafr ii iir 

nî{ pliisiriirN par liiaa-*. th* rf‘rîaiiit*> ri|iiatiuiiv 

tiiH''airp>. par «‘\<'îiipî<‘ ,r <*! par Iimun valruis l\rvv’> ilrs «inix rs|iia- 
finîiN t n, ti!» U. (Ml, l'a (pli n‘\iriiî ali innius i\v^ iltMix rtpial Î hîi.s 
^ Auî» U, «'i‘ «pii rfaiiiif Irs lunrliMîis rilrrs aii\ ilnix >111 

vanît'N : 

A' , Vj A', } V.. A*.'-. ' . . . A'.',;* 

I iiianîîriiaîil «pii\ apri's av»nr 1 rs «lilirnairrs «ir 

1 Hîairr /;/ «ir-n luürî îrii-^ • , , laj drtrrniiiir rnmrr Irurs 

rrarrN tir Tuialrr /h î , nir 

‘ î‘r A" ^ A'" ' ^ . -, A^” * * 

drruh'rrs ilf llrrrnrrs sri’aiil rr qiir (lr\ iiailii'lll Ir,s pramlruIrN 
quaiiil Mîi «'lîiann* 1 UHainînir ir a Taidr dr l iapiafiün «Hi 

lïiriî ritrarr rr «pir ilf‘\ îr nurilf fnîuiKMl's * v.. .... ; quand un 

idîluiUu .1% P , : , , . . , U a 1 aidr ilrs lupialHius 1 î i nii f a i. l^ir ^lufr. 

tdli's >r r«'dîiîrMuf a /rrcj, To-u a // ///, <iu -a h-s fqîiaîiuus 1 (» 1 siuiî 

r\a«irH ; ri a rfauî ■'«•uprrit'Hr à ///, Ir--^ i‘qua!iuu^ 1 *» | un srui ipi’ap- 
pru\iîiialivr>, a drs uMUsfaidrs d’aufaul plus prhirs 1 abslraa'liuii lailr 
dus >î;^îm‘s I qur rapj'iru.\iîiiaîit»u ^vvn plus ^u’audr, 

l‘Ji s appuuiii! sur 1 rs i*iursidrrali«uis prriu’duulrs, fin rrruiiuaif 
aisriiiml «piî* t,i lurl liiM.ti* fins luuiudri’s rarrrs uî la uiuîvidli’ lurflindr 
«1 iiilurpuia! MMî uîiî liitiîrss dru\ Irurs axautai^rs rf ImrN îurufïX'rîiiriils : 
qiir ii‘s qiirs|iiiîî> auxqiîidlrs idirs s'applupiuuf uaf nndlriiiriiî suîit ili» 
drîï\. i^iuirrs flisliurfH,, ja iKunadlt* ïiirtlMMlr rlauî .sjirrialuifiiuil nui' 
jdii\i*u |ifuir ruMUulru dus pnddiuurs oii il s*ag:îf di* lixur h la fuîs rf 
ia i»a!riir drs imaiiiuîîrs, rl }r uuiuliru du t*idlc*H qui duîvrut niîri*r 
dans Ir rairui; qu<% pour rrudn» ta turlliudi» dt*s îuuiudrrs rarrrs 
afqiliraldi* a rrs priddrîiîus, il srrait urruH-hairt* d*uuîjM*uulrr ii Faulrr 
ia rrgit* qui vn tait fi* priiHup-af uiùritr: uufiu. qur dr> 
r<‘stillafh iddiUiïîs p^ar la ïîtrfluHir luHividlr nu priil .suuvriil drdiïiia% 
miu* îîiii» fri^î» graiiili* rauilifis rinix qur fuuriiirait la drs 

rarrrs. Trllrii les eorirhiHïuus <jui sunl luisrH m évi- 
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denco dans mon Mémoir(% ainsi (jno jo roxjdî([ii(^rai [dns mi drîail 
<lans un sinnnnl article. 




Analyse matiîkmatïolk. — Sur Iti /nuH'rllt* //ai/itn/t' d init7‘p(dttintii 
romparce ù la drs mditulrrs rarrvH. 


(]. ît, T. XXXVIL {>. KHV f juîllcl is »; ». 


Ma mnnadîo mrfliodo (ririlorjHdalioiu (‘umnn* ndli»><jiii uni 

olr [)ropos(M‘s pîir l(‘s ^Émnofï'ps, jM»nf ôfrc* rôdnîfi* :* la rr>olnlioiî tli* 
rorlainrs Éqiiafions tinÉairoN. I)*aill<*urs, Ips [HadilrmoH qm» srrvtoR a 
rosfHîdro 1rs rqnalious liiîraire^s S(UR dr tlrnx },n»nrrs di^linrts. llan% 
1rs uns, Ir noînlua* diLs immuiun^s rst fixr U ravaurr* ri il N*aj^dî dr 
lir(»rdr rrrtuiurs cnjuations (‘xartrs ou ajiproxinjativr^ îrs valrur*^ dr 
rrs inrormurs. Dans d'autrrs pndilrmrs, Ir immlïrr drs iuroîniiîi**. 
(jur rrîdrrmrroni l(*s lorniulrs u’(*st pas tixr d’avanrr, rt Tuii a, jiar 
suites à drlrrminrr mm siuilrruruf hs vahmrs <lrs inroiinurs raiî|irr‘- 
dans un c’rHain maires ïiiais rnrnrr le» nombrr dr rrllrn qnr Pmi dr‘vra 
rndruhnx Coîum'vous, penir lixtu* 1rs iilrrs, qu’il s’a^dssr dr rmiHlniin* 
um* srrir ordnunrr suivan! It^s puissamn^s as^’riHlaiiIrs ou drsrrn- 
dan(<‘s d’um* varialdr, ri supjM»srr r(mve*r|<rîtDs dans Ir c*as oii 
remuait, fHmr dïv<*rs(»s valrnrs de» la variables la scmiuir ilr la srrir» 
Aleirs, «HidemmHmf, on drvra nadirndim* ton! à la fois, <d Ir îtoiitbrr 
de»s IrruH^s apri»s le‘S(|urls la se*rir pourra e*»fri* arrrled» sans ejiie» r<iiï 
ait â rraiudrr ermnamrs srnsüde^s, rt !e»s valrnrs dr en»s nnnïii^s lm'îiii*s, 
r/rst à la solution drs ju’oblennrs du prrriiirr grnre* qu’a rte» griirrab»- 
mrnt appliqmn^» la unHIuHlr eirs moiudrrs rariTs; e»’e*sC au rmilraifts 
pour résoudre Ir secomi grore des prohleuues, cfur J'ai dmiiié vu iH‘ri 
la nouvelle méthode d’interpolation. 

D’autre part, les valeurs de m inconnues, liées riim* à raiilre par 
n équations linéaires, n étant égal ou supérieur a m, peuvent être 
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calculées plus ou moins rapidement et avec une exactitude plus ou 
moins grande. Cette rapidité, cette exactitude peuvent dépendre, non 
seulement du nombre et de la nature des équations données, mais 
encore des méthodes employées pour les résoudre. 

Si l’on a 

rrr 772, 

c’est-à-dire si m inconnues x, y, z, c, w sont déterminées par le 
système de m équations linéaires 

(O oA!>-=:0, TJÎj :rr O, 3 = 0, ^ = O, 

les valeurs des inconnues ne dépendront pas des méthodes employées, 
qui toutes conduiront aux mêmes résultats, mais pourront être plus 
ou moins rapides. Alors aussi on pourra obtenir ces valeurs à l’aide 
des formules générales qui les présentent sous la forme de fractions 
dont le dénominateur commun est la résultante construite avec les 
coefficients des diverses inconnues. Mais le calcul des termes compris 
dans le dénominateur et dans le numérateur de chaque fraction sera 
très pénible, si le nombre m devient considérable; et l’on évitera ce 
calcul si, après avoir éliminé successivement x, puis/, puis s, ..., 
puis c des équations données, on remonte de la dernière des for- 
mules ainsi obtenues à la première. De plus, comme, pour éliminer 
une variable x d’une fonction linéaire ifc à l’aide d’une équation 
linéaire jii. = o, il suffit de reti’ancher de la fonction '\)î, le produit 
de A, par le rapport entre les coefficients de x dans et dans x, 
l’élimination successive des variables x, y, z, ..., v entre les équa- 
tions (i) réduira les premiers membres de ces équations aux dij^- 
rences de divers ordres indiquées, quand on suit la notation que nous 
avons adoptée, à l’aide de la lettre caractéristique A. Après avoir ainsi 
réduit les fonctions ife, e, - . . , ^ aux différences de premier ordre Ai)!,, 
As, . . . , A^, en éliminant x à l’aide de l’équation 

oAf) nr Oy 

puis les différences Ae, . . - , A^ aux différences de second ordre A- 3, ... , 
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A"<j, en éliiuinaiU r, c(c., on pouiTa snlistiluer aux t'qiiatinitN i i i if-. 
équations finales 

(•:>,) o,E — O, Atlii — O, A"») it, 

(f ne. l’on résoiuira sans jX'iiH' (ni nnnontaiil de la deniiere, tjiii iuiii- 
nira la valeur d(“ fv, aux [innnnlenles, (jui iituruiiauit , lune âpre-. 
l’aulre, 1(‘S valeurs d('s iiieounues e v, .r. 

Si l’on a //>/«, (di'sl-à-dire si /// ineoiuiues .r. v, :• i , u •'niit 

liinis entre elles par n ('njiiafions linéaires 

(3) £[ <1. £; " f., 

n ('“faut supi'rifMir à w, il arriv(*ra de deux idiose> i’uue : <iu le-. ei|ii,i- 
(ions (d) seronf, (-xaeles, ou elles seront siuipleuieiit apjii'(txiuiali\i-s. 
Dans la pr(nni('re liypolhi-si-, (ouïes ll*^ uietliodes de re-'olulion eon- 
(luiront aux im'-ines n'-sultals, (‘t l’on pourra .--e e(»nleiiler di- recoudre 
//? équations, choisii's arhitrairenunit dans le s\>t(-iue d(Uine, eu leur 
appru|uant la niédiodi- indi(|uée pour le cas oii l’on avail // tn. Au 
contraire, dans la secoiuh* liy(»olli(‘se, c’est-âniire tjuaiid le> eijua- 
lions (,'}) seronl sinipleinent approxiinalives, les diverx*-' iiieltotde-' 
d(- résolution pourront dillérer entre eili‘> soiis le doulde rapj>orl 
de la l)ri(‘V(‘té du calcul et d(* rexaetitude des résultats olttcnu-'. 
Alors aussi, [loiir construire les éifumitms Jinnles. analoi^jues aux lor- 
niuI(!S (2), on pourra einploym- deux procèdes distincts. I.e pretuier, 
(|ue l’on peut noiiuiK-r inr/irert, consiste à siilistituer aux n étjuatiou- 

(lonné(‘sm (njuations (1(‘ la rornie ( i ), en prenant pour a,, ks,, C •, 

rn ronc, lions linéaires de t,,, (-1 ii déduire ensuite des e(|ua- 

tions ( 1 ) l(!s ('((nations ( 2 ), ('ii éliminant rune ajiri's i'autn* les incon- 
nues æ, y, c, . . . , e. Ee second procédé, ((ue l'on jieul nommer iltnri, 
consiste à déduire direetenu'nt les équations liuah’s des eijuatiorH 
donné(;s, sans passer par les ('({nations (i). Quand on a rei'onrs ii ce 
dernier procédé, il n’est pas né(;essaire di' lixer a priori, et dès le 
commencement de l’opération, h's valeurs attribuées aux diver.s sys- 
tèmes de facteurs par lesquels on doit multiplier £,, pour 
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obtenir les fonctions JU, lA), e, . . . , En effet, soient 

ces mêmes facteurs, en sorte qu’on ait 

çJId ~ £j -f- ^2 £2 + , . . -+■ X/i S«, 

afl) nr 81 -h ^2 ^2 “1” - • • ^nt 
0 “ Vj £1 -f- V2 Ê2 H” - • • "f- Ê/i? 

On aura donc 

Al)!) =: [J-i As,-h IJ^a Aej - h . -h /j.„ A£,„ 

A^ s = V] A^ Êi -t- . . . H- A^ £„, 


Par suite, pour obtenir Ai)!), il ne sera pas nécessaire de commencer 
par construire a)l), en assignant immédiatement aux facteurs p.,, 
p. 2 , ..., p.„ des valeurs déterminées; il suffira de réduire, en éli- 
minant ûü à l’aide de l’équation 

c/lô zn O, 

les fonctions £,, Eo, ..., e„ aux différences de premier ordre As,, 
Aeo Ae„, puis d’ajouter l’une à l’autre ces différences respec- 

tivement multipliées par des facteurs quelconques p,, pa, p„ 
qui pourront dépendre, si l’on veut, de ces mêmes différences, 
c’est-à-dire des coefficients qu’elles renferment. Pareillement, pour 
obtenir A-©, il.ne sera pas nécessaire de commencer par construire s, 
en assignant a priori aux facteurs v,, v,, • . . , des valeurs détermi- 
nées; il suffira de réduire, en éliminant^ à l’aide de l’équation 

Al)b O, 

les différences de premier ordre Ae,, Aej, ... Ae^ aux différences de 
second ordre A-e,, A^Es, .. ., A^e„, puis d’ajouter l’une à l’autre ces 
différences de second ordre respectivement multipliées par des fac- 
teurs quelconques v, , Va, . . • , v„ qui pourront dépendre, si l’on veut, 
des coefficients renfermés dans ces mêmes différences, etc. 
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Avant (rall(n‘ pins Iniru innis IVroii^ iiim‘ mnaiajiif* ifiipurlaiilîv. 
l'^our (jim Ton puisse lirer sinnM’Ssiveriuni! dt‘s rfj liai îihi i v rt t*i! 
rtunonlant de la dernieia^ à la preiniiU’e, llll•Hll* 

naf‘S n\ }% .r, il est iiéc‘f^ssair(‘ <{ue les ertrirndeiifs ilr dan*- 

la première, i\i\y dans la seeondtn tin - tfaus la î ladsiniun, dt* n 

dans la (l(‘rnièr(‘, in‘ s'évaiinuis>enî pas. ITaildnir-, tdiafiiii de i n *- 
r(Kdlî{‘i(ni(s idanf r<‘présenfé par la stunnn* tii‘ plusiniirs Irrnifs, ifii 
rdaura point à erainili‘(‘ qu'il s'évainn!iN*^e, «diannii tle «'es Inrini *' 
(‘st posilil*. Or, (n* qui arriv<‘ra lonjotn*'-, £ <!f''si;^oiant riiin* 

(|uelt‘(Hn|U(‘ des lunelions Cj, 3., . . . , ie j'anfnnr / » un v, .. 

<jni, dans la somnn* rtqu’ésenfêe par a , un par Ap*^, nii parA':. .... 
préta'nle la fontdion c, on As, tni A**':, t‘s| tuiijniirs nnn quanîifr 
allettlét' du rnèno* si^nn» (|ni‘ lt‘ etudlieienf tle la prtnniére îles iinafn- 
mies eomprises clans <‘efh‘ mêim* Idnetion. I)orrna\anL noiis siippu* 
s(‘rons (‘('Ke condilioii (cnijonrs reinplii* tlaiis les rquation^ linaleH 
formées par le pro(*édé dirmi; el, dès lors. tn*s jMjualions Idîiniîrtuil 
(oujours pour les ineonnues des valcnirs finies, (jui smainî f*\aefes 
les écjuafions (d ) sont exatdes elles-mêmes. 

(iOruun’ons maintenant (jm% pour aiiréger. on u raid«* tle la 

leltn» earaidéristiqm^ S, par la notation SXz, on Su. A e, on SvAO;, 
la somme des pianlnits de* la forint* ou p.^A£/* mi v^A^i^, / étant 
Tun qn(*Ieon(jm‘ tlt^s nomhrt‘s i , 2. d, on aura 

(]) S}.£, Ai»î» S|i.A£, A’*C SvAC'S 

Soient dTulleurs a le rapjmrt entre les eoefliidenls de .r dans li*». 
fonetions s et a., le rapport <*ntr<* It‘s c*oelIîeît*îifs di* y dans 
fonctions Ae et Ain>, y It* rapport {*ntr(* lt*s mHdîieîeiits de : daii'^ 
les fonctions A- s H A^C, On aura 

(a ) Ae A^£ Ae ■ -- € AOt», 

ou, ce qui revient au môme, 


(d) 


Aè-zz:£ --- aS7£, 


A*£ rr Ae SSpL Ae, 
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Ce n’est pas tout : les équations (3) étant linéaires par rapport à .r, 

v. - chacune de ces équations pourra être présentée sous 

la forme 

ax + by es . .->r hw — k 
ou, ce qui revient au même, sous la forme 
(-) £ = 0 , 


la valeur de £ étant 

( S ) s.z=z k — ax — by — cz — ... — h lo, 

et a, h, c, . . h, k étant des constantes qui recevront, dans la fonc- 
tion £,, certaines valeurs a^, />,, c^, ..., h^, ky, dans la fonction z.,, 
d'autres valeurs a.,, h.,, c,, ..., lu, k.,-, ...; enfin, dans la fonc- 
tion z,„ d’autres valeurs a,,, <?«, . . . , h,^, k^. Cela posé, la première 

d(‘s formules (4) donnera 

(9) cto = %'kk — .z’SX« — y'è\b — . . . — (ï’S)i/(, 

et, par suite, le rapport a entre les coefficients de x dans les fonc- 
tions £ et »iu sera déterminé par la formule 


De plus, la première des équations (6) jointe à la formule (8) don- 
nera 

(11) As = AA' — X — / AZ> — ... — (v J^h, 

les valeurs de ^k, Aa, Ab, Ah étant déterminées par des formules 
semblables à la première des équations (6) et que l’on en déduit en 
substituant à la lettre £ l’une des lettres k, a, h, . . . , h, de sorte qu’on 
aura, par exemple, 

(12) Ak = k — «SX A. 


OEuures de C» — S. l, l. XII. 
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On établira de la même manière les formules 


(i3) 

(> 4 ) 

(.5) 


Ailî>=S|jiA4-— /S,aAè — -Sf.tAc— .. wSp-A4, 


A-£ = A2 4 


ê = 
— y b 


üb 


— (V AV/., 


les valeurs de àrb, ^rc, A^A étant déterminées par des for- 
milles semblables à la seconde des équations (6), de sorte qu’on 
aura, par exemple, 

(16) A^/i = A4 — êSfx A4, .... 

En continuant ainsi, on arrivera définitivement aux équations 

( 17 ) A"' s — A'« 4 — (F A'" h , 

((8) A“5=SçA"‘4 — (fSçA"'A; 

et si de la formule (17) on élimine w à l’aide de l’équation A'"/) o, 
on obtiendra une formule nouvelle, savoir 


(19) A"'+‘ £ = A™-»-' 4 , 

qui, jointe aux diverses formules déjà trouvées, fournira les valeurs 
constantes des expressions de la forme c’est-à-diri' des dilfé- 

rences 

(20) A“'’'‘£,, ..., A'^’^'e,,. 

Ces valeurs, en vertu de la formule (19), seront précisément celles 
des différences 


( 21 ) A"'+‘4,, A“+‘42, ..., A">+'4«. 

Donc ces dernières comme les précédentes se réduiront à zéro, si l’on 
a n — m, ou si les équations ( 3 ) sont exactes, et si, n étant supérieur 
à m, les équations ( 3 ) ne sont qu’approximatives, à des quantités qui 
devront être en général d’autant plus petites (abstraction faite des 
signes) que l’approximation sera plus grande. 

Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas où le nombre 
m des inconnues n’est pas donné a priori. Supposons, pour fixer les 
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idées, que ces inconnues soient les coelRcients renfermés dans les 
divers termes d’une série convergente, dont k représente la somme, 
et que, par suite, les constantes 

/ij, A"2, 

expriment n valeurs de cette même somme déterminées directement, 
à l’aide d’un certain nombre d’expériences ou d’observations. Géné- 
ralement ces valeurs, qui pourront être, par exemple, des angles me- 
surés à l’aide d’instruments plus ou moins parfaits, ne seront pas 
exactes, mais entachées de certaines erreurs que comporteront les 
observations dont il s’agit. Cela posé, concevons que l’on emploie, 
])our la formation des équations finales, desquelles on doit tirer les 
valeurs des inconnues, le procédé direct, qui fournit avec ces équa- 
(ions les diverses valeurs de. A/r, birk, AVe, — Pour que les valeurs 
de A™' '/: deviennent comparables aux erreurs d’observation, il sera 
généralement néc(;ssairc que le nombre entier m acquière une valeur 
suUisamment grande, et telle qu’on puisse, sans erreur sensible, se 
borner à conserver dans le développement de k en série les m pre- 
ini(u-s termes. Réciproquement, lorsque, m venant à croître, les 
<liv(‘rses valeurs de seront devenues comparables aux erreurs 

d’observation, le problème du développement de k en série pourra 
étr(^ considéré comme résolu. Car, en attribuant aux coefficients des 
termes conservés les valeurs données par le calcul, et aux coefficients 
d(',s, termes négligés des valeurs insensibles, on obtiendra une série 
dont la somme k aura pour valeurs particulières des quantités très 
[)eu diirérentes de /cj, ..., /£„, les différences étant représentées 
par les diverses valeurs de A'""*'*^, et pouvant être en conséquence 
attribuées aux erreurs d’observation. 

En résumé, si, dans le développement d’une fonction k en une série 
convergente, dont chaque terme renferme un coefficient inconnu, on veut 
déterminer à la fois et le nombre n des termes après lesquels on peut 
arrêter la série, sans avoir à craindre d’erreurs sensibles, et les coeffi- 
cients renfermés dans ces mêmes termes, on devra, en adoptant le procédé 
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direct pour la formation des équations finales , porter spécialement son 
attention sur les valeurs des différences des divers ordres 

Ml, Mk, Mk, .... 

Le nombre m aura effectivement acquis la valeur qu’il convient de lui 
attribuer, lorsque les diverses valeurs numériques de k seront deve~ 
nues assez petites pour être comparables aux erreurs d’ observation que 
comportent les diverses valeurs de k. 

Il est aisé maintenant de comparer entre elles les deux méthodes 
que M. Bienaymé a mises en présence l’une de l’autre, savoir : la mé- 
thode des moindres carrés et la nouvelle méthode d’interpolation. 

Le but ordinairement assigné à la méthode des moindres carrés 
consiste à déduire d’équations approximatives les valeurs d’incon- 
nues dont le nombre est fixé à l’avance. Au contraire, le but spécial 
assigné à la nouvelle méthode d’interpolation, dans le Mémoire 
de i835, est de déterminer dans une série convergente, propre à 
représenter le développement d’une fonction, non pas les coefficients 
inconnus de certains termes dont le nombre serait fixé à l’avance, 
mais les coefficients des termes que l’on peut négliger sans avoir à 
craindre qu’il en résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonc- 
tion (iw> le Mémoire lithographié de i835, page 3) ('). 

Dans la méthode des moindres carrés, les divers systèmes de fac- 
teurs sont déterminés a priori, et chacun d’eux se confond avec le 
système des coefficients d’une même inconnue. Au contraire, dans 
la nouvelle méthode d’interpolation, le calculateur, éliminant l’une 
après l’autre les diverses inconnues, dans un ordre fixé primitive- 
ment, et adoptant, pour la formation des équations finales, ce que 
nous avons nommé le procédé direct, détermine successivement les 
divers systèmes de facteurs à mesure que le calcul avance, et réduit 
chaque facteur à =h i, le signe étant celui du coefficient de l’inconnue 

(1) Mémoire sur V intégration des équations différentielles {Nouoeau,x Exercices d' Ana- 
lyse et de Physique, T. I. p. 327. — OEmres de Cauchy, S. II, T. XI). 
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qui doit être éliminée la première. De plus, en nommant k la con- 
stante à laquelle une quelconque des équations données réduit une 
fonction linéaire des inconnues, le calcalateur arrête le calcul au 
moment où le nombre m de ces inconnues devient assez considéi’abb' 
pour que les diverses valeurs numériques de soient compa- 

rables aux erreurs dont la valeur de k est susceptible. Ainsi, ce qui 
distingue surtout la nouvelle méthode d’interpolation, c’est : i° l’em- 
ploi de facteurs dont chacun se réduit, au sig-ne prés, à , le signe 
étant choisi comme on vient de le dire; 2“ l’emploi des différences de la. 
forme k pour déterminer le nombre, m des inconnues qui doivent être 
admises dans le calcul. Remarquons d’ailleurs qu’en suivant la nou- 
velle méthode on n’aura jamais à cx'aindre d’obtenir pour les incon- 
nues des valeurs infinies, comme cela pourrait arriver, si, en réduisant 
les divers facteurs à ±1, on déterminait les signes autrement qu’il 
n’a été dit. 

Il est vrai qu’en suivant ta méthode des moindres carrés on ])our- 
rait employer, pour la formation des équations finales, le procédé 
direct, comme l’a fait Laplace dans le premier supplément au Calcul 
des probabilités. Mais alors même, pour rendre la méthode applicabb' 
à la détermination numérique des coefficients que renferme le dé,ve- 
loppement d’une fonction en série convergente, et du nombre m des 
termes qui doivent être conservés dans ce développement, il serait 
nécessaire d’emprunter à la nouvelle méthode d’interpolation la règle 
qui en fait le principal mérite, celle qui s’appuie sur la considération 
des diverses valeurs de A"'^' k. 

Je dirai plus : suffira-t-il de rapprocher ainsi,' autant que possible, 
la méthode des moindres cari'és de la nouvelle méthode d’interpola- 
tion, pour assurer, en tous points et , dans tous les cas, la supériorité 
de la première? Nullement, et quelques réflexions bien simples met- 
tront le lecteur à portée de se former une opinion à cet égard. 

D’abord, après la modification indiquée, la méthode des moindres 
carrés sera loin d’être supérieure à la nouvelle méthode, sous le rap- 
port de la brièveté des calculs. Au contraire, la nouvelle méthode con- 
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servera sur l’autre un avantage incontestable, puisqu’elle réduira les 
divers facteurs introduits dans les équations finales à l’unité. 

La méthode des moindres carrés sera-t-elle, sous le rapport de la 
précision, toujours supérieure à l’autre? Mais, dans le cas spécial où 
le nombre des équations est égal au nombre m des inconnues, toutes 
les méthodes fournissent les mêmes résultats, et alors la meilleure 
est évidemment celle qui exige moins de calcul. 

Si maintenant le nombre n des équations devient notablement supé- 
rieur au nombres des inconnues qui doivent rester dans le calcul, il 
arrivera de deux choses l’une : ou les valeurs données de la fonction 
dont il s’agit d’obtenir le développement en série seront entachées de 
graves erreurs, et alors aucune méthode ne pourra garantir la préci- 
sion des valeurs trouvées pour les inconnues; ou les valeurs données 
de la fonction seront à peu près exactes, et, dans ce cas, surtout si le 
nombre n des inconnues devient considérable, les deux méthodes 
fourniront généralement des résultats peu différents. Il y a plus : 
étant données les valeurs des inconnues, telles que les fournit la nou- 
velle méthode d’interpolation, il suffira généralement, pour obtenir 
celles que fournirait la méthode des moindres carrés, d’ajouter aux 
premières des corrections très petites, et que, pour ce motif, il sera 
facile de calculer. M. Bienaymé dit que Ce procédé ne tend à rien 
moins qu’à doubler le travail si pénible de l’ élimination. Mais, dans le 
Mémoire lithographié de i835, pour rendre manifestes les avantages 
de la nouvelle méthode, j’en ai fait à la théorie de la dispersion de la 
lumière une application que le Journal de M. Liouville n’a pas repro- 
duite, et j’ai ainsi obtenu un développement dont les diverses valeurs 
étaient précisément celles de la fonction développée. Dira-t-on qu’alors 
la méthode de correction ci-dessus rappelée double le travail et accroît 
de fastidieux calculs? Loin de là, elle prouve, sans calcul, que la mé- 
thode des moindres carrés, rendue applicable à l’aide d’un emprunt 
fait à la nouvelle méthode, aurait conduit le calculateur au même 
résultat, mais plus péniblement, et en exigeant plus de travail. 

Il est vrai que les calculs de Laplace assignent à la méthode des 
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moindres carrés une propriété importante, celle de fournir, coimne le 
remarque M. Bienaymé, les résultats les plus probables. Mais celle 
propriété ne subsiste, comme je l’expliquerai dans un autre artiebs 
que sous certaines conditions; et alors même que ces conditions sont 
remplies, il peut se faire que, pour obtenir les résultats les jdus pro- 
bables, la voie la plus courte soit de joindre à la nouvelle méthode la 
méthode de correction dont j’ai parlé. 


524 . 

C. R., T. XXXVfl, p. top (a5 juillol, 

M. Augustin Cauchy présente encore à l’Académie : 

1 ° Un Mémoire sur les variations des constantes arbitraires que com- 
prennent les intégrales des équations différentielles considérées clans un 
article précédent (page 54), ot sur les avantages qu’offre l'emploi des 
clefs algébriques pour déterminer complètement ces variations , lorsque la 
fonction dont les équations différentielles renferment les dérivées se réduit 
à une fonction des deux sommes 

j :- -I- y- H- .3- -4- . . . , -h t>- -I- -4- . . . . 

a" Un Mémoire sur le Calcul des probabilités. 

Les résultats obtenus dans ces deux Mémoires seront développés 
dans une prochaine séance. 


525 . 

Analyse matiiicmatique. — Mémoire sur les coefficients limilateurs 

ou restricteurs. 

§ I. — Considérations générales. 

Concevons qu’étant données diverses valeurs particulièi-es 

Wj, ... 
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d’une fonction u des variables indépendantes .r*, r, / avec la 

somme s de ces valeurs dont le nombre j)eut <dr(‘ fini nu inlini» on 
demande ce que devient cotte somme, li)rs(|u’on la la^stiadnt a un 
moindre nombre de termes, et que l’on conservi* smileinont les tiM’UH's 
correspondants aux valeurs de .r, y-, ([ui vmafimit omlaiiu^s 

conditions. Pour résoudre la question proposéiu il sullira évmleniUHmt 
de substituer à la fonction u le produit d(' (adt(‘ Innetinn par un (and- 
tîcient I qui ait la double propriété de se réduir(‘ ii funilé (juand les 
conditions énoncées seront remplies, (d, d(‘ s’évanouir dans le eas 
contraire. Ce coefficient, que je nomme, pour indi(juer son rob‘, 
coefficient limitateur ou rcstricteur (^) pourra li’ailleurs r(‘vétir un 
grand nombre de formes diverses. Sujiimsons, pour tixm* bas idéi^s, 
qu’un restricteur doive ou se réduire à runité, ou s’évanouir, suivant 
que la variable t est positive ou négative. C(‘ restriedeur pourra étn^ 
représenté par l’iine quelconque des expirassions 


If 

?. / sill(!;c . » 
i-h- - - (h.). 

I( 

l -\ 1 

r 

\ .n 

T. J OL j 

0 / 

V 

^ J 

' /• . x‘ / 




Si d’ailleurs, en adoptant la notation ijin^ j’ai proposé(‘ dans un pré- 
cédent Mémoire, on représente par f Pum* ([indmiiupH* des (‘xpres- 
sions précédentes, un restricteur J, (pii se réduirait à Punité smib‘- 
ment pour des valeurs réelles de / comprisixs (uitre d(‘s limitixs /^, 
pourra être exprimé à Paide de la formub‘ 

( C \ b - r 

et de cette formule, combinée avec l’équation 



( ) Dans les Comptes rendus do 1849-t j’avais indique Icis facLcuirs do (udlo (‘seèco sous 
le nom de coefficients limi tuteurs. Le mot restrictcurs, qui est plus court, olïre aussi 
’avantage de bien exprimer le rôle que ces cocfïicdcnls jouent dans le calcul.' 
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on tirera immédiatement 


(■>-) 









Au contraire, en ayant égard à l’équation 


on trouverait 




2Tï 


gCtO.-iH clcf. d'i.. 


-YrSjy 


aCt(X-l)i (ff ^ 


Pareillement, étant une fonction réelle des variables x, j, s, . . . , /, 
un restricteur qui se réduirait à l’unité seulement pour des valeurs 
de V comprises entre deux limites données e,, pourra être exprimé 
à l’aide de rune des formules 


(4) 


(«) 


V-~V, M'— 


2 

2îr J_„X, 


Il sera également facile de trouver un restricteur 1 qui se réduise à 
runilé seulement dans le cas où les variables x, y, z, i vérifient 
à la fois plusieurs conditions données. Ainsi, par exemple, si 1 doit 
s(' réduire à l’unité, dans le cas seulement où toutes ces variables 
sont positives, on pourra prendre 


(7) Izr 1^ lyl; . . . 1,; 

et si I doit se réduire à l’unité, dans le cas seulement où deux fonc- 
tions réelles e, w de ces variables sont comprises, la première entre 
les limites e,, la deuxième entre les limites m,, on pourra 
prendre 


( 8 ) I — ( I P— P, b — *'„) ( Ih'— w, 

OEuures de C> — S. I, i. XII. 


r i 
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OU bien encore 


(9) 


2 TT 


f f f f doc dl dix. 

J — 00 00 


I/introdaction des restricteurs dans le calcul permet de résoudre 
facilement une question qui n’est pas sans importance, et que nous 
allons indiquer. 

(mnsidérons n variables réelles 


7, -, t’, (V’, 


et /^ intégrales définies réelles 

yYdœ, / Ydy, / Vdv, l 

J', d y «y (, d 


Wd^v, 


X ôtant fonction de x, Y de y, . . . , V de v, W de Le produit II de 
ces intégrales sera l’intégrale multiple que présente la formule 


(11) • n = r ” . . C" f ”xr. . . VlVd.x dy ... dv dw. 

^ X, Y y, ^ (■», tv, 

D’ailleurs, en regardant chacune des intégrales (lo) comme luu' 
somme d’éléments infiniment petits de l’une des formes 

( 12 ) Xdx, Ydy, Vdv, Wdw, 

et, par suite, le produit H comme une somme de produits partiels de 
la forme 


(i3) XY. . . VWdxdy. . . dv dw, 

on peut demander ce que deviendra le produit II, si l’on tient 
compte seulement des produits partiels correspondants à des valeurs 
de x,y, ..., w, qui remplissent certaines conditions, et si, en con- 
servant ceux-ci, on écarte tous les autres. Concevons, pour fixer les 
idées, que les produits partiels conservés correspondent uniquement 
aux valeurs de x, y , . . . , ç, w, qui réduisent une certaine fonction co 
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à une quantité comprise entre deux limites données w,, co^^. En nom- 
mant P la somme de ces produits partiels, et en posant 


(i 4 ) 


1 = 1,. 


' ttii -(1 


on trouvera 
(i5) P 


.,y. r"- 

' T, *^y, 




lÂ'r...yWd.rdf...di'(hy. 

On pourra d’ailleurs donner au restricteur 1 la forme 


('G) ] 

ou bien encore la forme 
(17) 1 = 


1 r O) — GO, 0) — GO,^ I 

2 L^( 4) — CO, )- V''( M — C>>„)'d 


271 




2Û(T-0»i f-l^_ 


De l’équation (i 5 ), jointe à la formule (17), on tirera 


(. 8 ) 



( ' j ’XF. . . F0 dx dy . . . f/e c/t, 

^ y, «^a), 


la valeur de 0 étant 


(>9) 


0 : 


I 

2 TT 


IF6'0('-«» i dB c/«'. 


D’autre part, si l’on pose, pour abréger, 

« = v/(l),vw)b 

et si l’on désigne par la notation 

s — 

ÏV =r W, ^ 

la somme des valeurs que peut, acquérir le rapport 


IF 
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pour des valeurs de propres à vérifier l’équation 

(20) W“T, 

et renfermées entre les limites la formule (19) donnera (vo^r 

le XIX® Cahier du Journal de V École Polytechnique) ( ^ ) 

(2.) ©=: s — 

■ IV IV, ° 

Donc, la formule (i8) pourra être réduite à la suivante : 


(22) 


*' x, ^ y, i>, 


tv = tv„ y Y y\y 

S ch dx dy . . . dv, 

w — IV, ^ 


On peut, au reste, établir encore cette dernière équation comme il 
suit. 

Soit nt'.r une valeur de w propre à vérifier l’équation 




s: étant une quantité renfermée entre les limites co^, co^^. Si l’on 
attribue à t un accroissement infiniment petit et positif ch, la valeur 
de (V représentée par vc.\ recevra un accroissement correspondanl 
dont la valeur numérique, sera et la partie de l’intégrale 

Wdcv 

correspondante à ce même accroissement sera 

— ar. 

» 


/ 


Cela posé, concevons que les différentielles dx, dy, ..., dv soient, 
dans les éléments (12), des quantités infiniment petites d’un ordre 
supérieur à l’ordre de la quantité infiniment petite représentée 
par dz. Alors, dans la valeur de P donnée par la formule (i 5 ), ceux 
des éléments de l’intégrale 



\Wdw 


.(i) Qli livres de Cauchy, S. lï, T. I. 
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qui correspondront à la valeur v de co et à l’élément di de la diffé- 
rence w, se réduiront aux proiduts de la forme 



on sorte qu’on aura 

(0.3) 



I W dw = 



«’ îl' — W'„ 

S 


u> rr: 



'd 


Or, eu égard à cette dernière formule, l’équation (i5) peut être évi- 
demment remplacée par l’équation ( 22 ). 

Considérons spécialement le cas où la fonction w est linéaire par 
rapport aux variables x, y, ç, çy, et de la forme 


(?4) U) — ax -h by -y . . . -y ÿ -i- hiv. 

Alors, en posant, pour abréger. 


(o 5 ) A = r ..Ydx, X f dx, 

X, •- X, 

et nommant B, . . . , G, H, ou •viS), . . . , (j , 5 ce que devient A ou 4, (juand 
aux lettres x, X, a on substitue les lettres y. Y, b, ou e, F, g, ou m, 
W, k, on tirera des formules (ii) et (i5) 

(26) II ~ AB... GH, 

( 27 ) P rit - L Ç f cW> . . . qC) dr de. 

Si, les fonctions .Y, Y, ..., V, W étant toutes semblables entre 
elles, on suppose les intégrales (ro) toutes prises entre les mêmes 
limites, on aura 

A:tt:B-...t=G:r:II, 

par conséquent 

(28) n — A". 

Enfin, si l’on suppose 

— 00, Xjf nz cx), rr — 'j, zrr -j, 
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'J désignant une quantité positive, les formules (nu) et (l^7) dur 


Yoni 

{■29) 


A: 


i3o) 


-J A'dx, d.r, 

JUlil) . . . ci': dO . 
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Pour montrer une application des formules trouvées, coiisidéi 
en particulier le cas où l’on aurait 


(3i) 

k, K désignant deux constantes positives. Alors on aura encore' 

''=Vc 


( 32 ) 


et l’on tirera des formules (28) et (3o) 


(33) 

la valeur de s étant 

( 34 ) 


s — 


a- + h- g- h- 


Si l’on supposait, au contraire, 

(33) .r--Ke-'‘v^, 

on trouverait 

, 2K 


(36) 

et 


k 


n = ^ A. 


e'jQj I 




••• ■-'-V ' 




le signe étant relatif à la variable ô. 
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Si, dans la formule (37) on pose n = 2, clic donnera 


(38) 


k *J k U 

P a-e — h-e 

JJ — I â^F- 


§ II. — Applications au Calcul des probabilités. 

L’emploi des rcstricteurs permet de résoudre très aisément un 
grand nombre de problèmes relatifs au Calcul des probabilités, mais 
qu’on n’avait point encore l’ésolus, si ce n’est dans des cas particu- 
liers, et dont la solation, dans ces cas-là même, n’avait été obteiuu' 
qu’à l’aide d’une analyse difficile à suivre. C’est ce que je vais montrer 
en peu de mots. 

Représentons par 

n erreurs diverses que comportent n quantités 

1 J ^ '2 ï • • • , H , 

déterminées à l’aide de certaines expériences ou de (U'rtaines ol)s«'r- 
vations. Soit Zi l’une quclcotique d(^ ces erreurs, l étant l’un des 
nombres entiers i, 2, ..., n. Soient encore z une valeur partic-ulière 
attribuée à z,, dz un accroissement infiniment jnqit attribué à z, et 

l, Z 

deux limites inférieure et supérieure, entre lesquelles l’erreur z est 
certainement comprise. Enfin, concevons que, f(E) étant une fonc- 
tion de e, le produit 

f(£)rfs 

représente la probabilité de coïncidence de l’erreur avec uik; quan- 
tité renfermée entre les deux limites infiniment voisines 


On aura 


e, £ -(- ds. 


(t) 
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Si les quantités k^, k.,, .. sont déduites d’observations ou d’ex- 
périences de natures diverses, et qui ne comportent pas les mêmes 
facilités d’erreurs, la forme de la fonction f(s) et les valeurs des 
limites t, 7. pourront varier avec la valeur de l. 

Si, pour fixer les idées, on représente par 

9 ( 0 , ■/(«)> •••» 

les formes successives de f(£), correspondantes aux valeurs 


I, 2, n 

du nombre /; si d’ailleurs, dans la formule (i), on écrit, au lieu de t 
et de X, et x^, on tirera successivement de cette formule 


' o(£i)dsi=t, / x(ei)dE,= i, .... I 

puis on en conclura 
(3) 

la valeur de tl? étant 


n i ^ Xfi 

• •• / ^ dzy dz^. . . dzn — 


(4) f =:!p(ei)X(Ss)---ro(«n)- 
Or il est clair que l’élément 

(5) tP dzi dz ^. . . dzn 

de l’intégrale multiple qui forme le premier membre de l’équa- 
tion ( 3 ), sera le produit des éléments 

(6) 0(£l)<i£,, '/;(£j) (isj, w{z^)dz„, 


compris dans les intégrales simples qui forment les premiers membres 
des équations (2). Il représentera donc la probabilité de la coïnci- 
dence simultanée de la première erreur avec une quantité comprise 
entre deux limites infiniment voisines et de la forme £,, + de 

la seconde erreur avec une quantité comprise entre deux limites de la 
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forme £o, s, 4- dz^, . . . , de la n‘““® erreur avec une quantité comprise 
entre deux limites de la forme £„-i- r/£„. 

Soit maintenant m une fonction donnée des erreurs £,, - . . , 

et nommons P la probabilité de coïncidence de cette fonction avec 
une quantité comprise entre les deux limites co,, Pour obtenir P, 
il suffira évidemment d’écarter de l’intégrale ( 3 ) les éléments corres- 
pondants à des valeurs de £,, t.2, z„, qui produiront des valeurs 

de oû situées en dehors des limites co,^, et de conserver tous les 
autres. On y parviendra en multipliant l’élément ( 5 ) de l’inté- 
grale ( 3 ) par un restricteiir I qui ait la double propriété de se 
réduire à l’unité quand la valeur de co tombe entre les limites co,, co,^, 
et à zéro dans le cas contraire. On aura donc 

I / .../ V£dz,ds,...dz,. 

Ajoutons que la valeur de I pourra se déduire de la formule (iti) 
ou (17) du § I. On pourra donc prendre 

(8) . I — f e'>f^-'^'''drdO. 

Si les quantités k,, k.,, . sont déduites d’observations ou d'ex- 
périences de même nature, qui comportent les mêmes facilités d’er- 
reurs, les fonctions 1 

<?(£)> X(2). 

deviendront toutes égales; et, en désignant par f(£) l’une quelconque 
d’entre elles, on aura 

(9) <^ = f(£,)r(£2)---f(£,o- 

Alors aussi les limites inférieures et supérieures des intégrales (2) 
ne varieront pas dans le passage d’une intégrale à l’autre, et, en dési- 
gnant toujours ces limites à l’aide des lettres i, x, on aura 

/ • • • / dz^dz^, , . dzn» 


OEavres de C- — S. ï, t. XII. 
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Si l’on ne peut assigner a priori aucune limite inférieure ni supé- 
rieure aux erreurs , £0, . . . , £„, la formule (10) donnera 


(■■) 


p= r r r 

^ CO — 00 — O 


Ck,. . . dSn. 


Enfin, si l’on veut que Terreur oj tombe entre deux limites égales aux 
signes près, mais affectées de signes contraires, et si Ton pose en 
conséquence 

w, = — y, C0„ = u, 

U étant une quantité positive, la formule (8) donnera 

(ig) 1=-— J' ^ dr d9. 

Considérons spécialement le cas où Terreur co est une fonction 
linéaire des erreurs £,, £2, .... £,., et où Ton a, par suite, 

(13) CO, ™ Aj £j -f- . . . H— £,; , 

A|, Xj, ..., X„ étant des facteurs constants. Dans ce cas, en posant, 
pour abréger, 

(14) j' e- ( (i) de., 


et en nommant A»,, ..., ce que devient Æ quand on y reni- 

placc successivement la lettre X par les facteurs X,, X^, ..., X„, on 
tirera des formules (8) et (10) 


(10) 


P 



oAo J (Jlo 2 . 


dr dû. 


Si d’ailleurs on n’assigne a priori aucune limite aux erreurs £,, 
£2, . . . , £„, et si Ton veut que Terreur co tombe entre les limites — u, 
-I- ü, les formules (t4) et (i5) donneront 


(16) A,= r e->‘ 5 sif(£)rf£, 

U ^ 



.oAo/i dr dB, 
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De plus, l’équation (i), à laquelle devra satisfaire la fonction ffs) 
donnera 


(i8) 


^ 00 

J f(s)Æ = .. 


Si l’on suppose, en particulier, 

(19) f (0 = Ke-^^% 

k, K étant deux constantes positives, on tirera de la formule (18) 


et l’équation (17) donnera 
(20) 

la valeur de s étant déterminée par les formules 


sj-lt Jo 


(ai) 


A — X J -t- ^5 -i- . . . -h X J . 


Si l’on suppose, au contraire, 

(aa) = 

on tirera de la formule (18) 


K: 


et l’équation (17) donnera 
( 23 ) 


P = a f 

“ 0^(1 


IC- 


X; (f- 


' 4 ?))' 


le siqne / du calcul des résidus étant relatif à la variable 0. 
Si, dans la formule (sS), on pose n = 2, elle donnera 


P = i 


X>e X’e 


ku 

'\/il 


( 24 ) 
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Pour montrer une application des formules qui précèdent, sup- 
posons que l’on veuille déterminer les valeurs des m inconnues x, 
y, e, (V liées aux quantités k^, h,, par n équations 

approximatives de la forme 

( 2,5 ) aiX->rbty->r...-\-giV-^-hi W = k;, 

l étant l’un quelconque des nombres entiers \ , i, . . . , n, ai n étant 
supérieur à m. Pour obtenir la valeur de x, il suffira de multiplier 
chaque équation par un certain facteur puis d’ajouter l’une à 
l’autre les diverses formules ainsi obtenues, en choisissant les fac- 
teurs \ de manière que, dans l’équation finale, le coefficient de x se 
réduise à l’unité, et ceux de j, i:, . . . , w a. zéro. Si, pour abréger, on 
indique, à l’aide de la lettre caractéristique S, une somme de termes 
semblables les uns aux autres, la valeur àa x sera 

(26) x — èhki, 

les facteurs étant déterminés par les formules 

(27) Sfl/À/m, Sô/X/=o, ..., Sh/li—o-, 

et, si l’on nomme toujours Zi l’erreur que comporte ki, l’erreur ^ que 
comportera la valeur de x sera, en vertu de la formule (26), 

(28) - 

D’autre part, si l’on ne peut assignera priori à l’erreur £/ aucune 
limite inférieure ni supérieure, et si la loi de facilité des erreurs est 
celle qu’exprime la formule (19), la probabilité de la coïncidence de 
l’erreur ^ avec une quantité comprise entre les limites — u, u sera la 
valeur de P que donne la formule (20), et qui croît pour des valeurs 
décroissantes de la somme 

(29) A=zSri- 

Donc la valeur de x la plus probable sera celle qui correspondra à la 
valeur minimum de A, et qui sera déterminée par la formule 


( 3 o) 


SA/ dit — O, 
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jointe aux équations (27) desquelles on tire 

(3i) Sàidli—Oj Sé/<A/ — O, SA/ O. 

Or les formules (3o) et (3i) devant se vérifier, quelles que soient 
parmi les différentielles rfX,, celles qui resteront arbi- 

traires, il en résulte que X/ devra être de la forme 

(82) X/ni: iï/cc Z>/ê H- . . . H— A/‘jO, 

a., ê, . . . , Y] désignant m coefficients nouveaux dont les valeurs pour- 
ront être déduites des formules (27)- Il en résulte aussi que la valeur 
la plus probable de x sera fournie par l’équation 

(33) x = ajr+er-h...-hr)W—o, 
si, en posant, pour abréger, 

Kl—, kl— aiX — biy —...— hi (V, . 

on prend 

(34) .r=:Sa//0, Y— 's b, K,, W — ’è/nK,. 

Si à la variable x on substitue l’une des variables y, . . . , w, l’équa- 
tion (33) gardera la même forme, les coefficients a, 6, . . yj n’étant 
plus les mêmes; et par suite les valeurs les plus probables de 
y, . < . , e, (léseront généralement celles qui vérifieront les formules 

( 35 ) A' = o, 1 ^= 0 , V=o, l^F = o, 

c’est-à-dire celles que fournit la méthode des moindres cafrés. 

De ce qu’on vient de dire, il résulte que la méthode des moindres 
carrés, appliquée à la résolution d’équations linéa'ires dont le nombre 
surpasse celui des inconnues, fournira toujours les résultats les plus 
probables, si, la loi de facilité étant la même pour les diverses erreurs 
que comportent les quantités fournies par les expériences ou les obser- 
vations, on ne peut assigner à ces erreurs aucune limite inférieure ni 
supérieure, et si d’ailleurs la probabilité d’une erreur comprise entre 
deux limites infiniment voisines est proportionnelle à une exponen- 
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tielle népérienne dont l’exposant soit le produit d’un coefficient né- 
gatif par le carré de cette même erreur. Lorsque ces conditions ne 
sont pas remplies, la méthode des moindres carrés peut fournir pour 
les inconnues x,y, z, des valeurs qui diffèrent sensiblement 

des valeurs les plus probables. C’est effectivement ce que l’on peut 
conclure des formules établies dans ce Mémoire, et ce que j’expli- 
querai plus en détail dans un prochain article. 


52fi. 

Calcul des probabilités. — Sur les résultats moyens d’ observations 
de même nature, et sur les résultats les plus probables. 

•C. R., T. xxxvn, p. 198 (8 août i853). 

Supposons m inconnues liées, par n équations linéaires et approxi- 
matives, à n quantités fournies par des observations de même nature, 
et dont chacune comporte une certaine erreur e. On pourra, de ces 
équations multipliées par certains facteurs X,, X,, . . . , X„, puis ajou- 
tées entre elles, déduire une équation finale propre à déterminer la 
première inconnue æ, et la valeur de x ainsi trouvée sera ce qu’on 
appelle un résultat moyen. Si l’on connaît la loi de facilité de l’erreur £ 
et les limites entre lesquelles cette erreur est certainement comprise, 
on pourra, des formules établies dans le précédent Mémoire, déduire 
la probabilité P de la coïncidence de l’erreur que comportera le 
résultat moyen, avec une quantité numériquement inférieure à une 
certaine limite u. Cette probabilité varie avec les facteurs X, , Xa, . . . , X„ 
que l’on peut choisir de manière à obtenir la plus grande valeur pos- 
sible de P ; et à cette plus grande valeur de P correspondra la valeur la 
plus probable de x, qui dépendra généralement de la limite u et de la 
fonction f(£) propre à représenter la loi de l’erreur e. D’ailleurs, 
E venant à croître, la fonction f(£) peut décroître assez rapidement 
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pour qu’on puisse, sans erreur sensible, négliger les valeurs de cette 
fonction correspondantes à des valeurs de s situées hors des limites 
entre lesquelles l’erreur e est certainement comprise. C’est à ce cas 
spécial que se rapporte le présent Mémoire; et, en supposant remplie, 
la condition qui vient d’être énoncée, j’établis les formules très 
simples qui déterminent la valeur la plus probable de l’inconnue a:-. 

D’après ces formules, la valeur de cc la plus probable ne deviendra 
indépendante de la valeur assignée à la limite u que pour une forme 
spéciale de la fonction f(£), qui renferme deux constantes arbi- 
traires c, iV. De ces deux constantes, la seconde IV est la seule qui 
serve, avec les coefficients des inconnues dans les équations données, 
à détei’miner les facteurs 1 ,, . . . , Si on la suppose réduite au 

nombre 2, les résultats moyens les plus probables seront précisément 
ceux que fournirait la méthode des moindres carrés. Mais il en sera 
tout autrement si le nombre IV cesse d’être égal à 2. Concevons, pour 
fixer les idées, que les inconnues se réduisent à une seule æ, et que 
les coefficients de cette inconnue, dans les équations données, soient 
inégaux; alors la valeur la plus probable de l’inconnue x sera fournie, 
si l’on suppose IV=t., par une seule des équations données, savoir, 
par celle dans laquelle le coefficient de x offrira la plus grande valeur 
numérique, et, si l’on suppose N très grand, par l’équation finale 
qu’on obtiendra en ajoutant l’une à l’autre les équations données, 
préparées de manière que dans chacune d’elles le coefficient de x 
soit positif. 

§ I. — Considérations générales sur la probabilité des résultats moyens, 
et sur les résultats les plus probables. 

Soient, comme dans le précédent Mémoire, 

k,, k^ des quantités fournies par l’observation ; 

les erreurs qu’elles comportent; 
l l’un quelconque des nombres entiers i, 2, . . . , n; 
i, 7. les limites inférieure et supérieure entre lesquelles l’erreur ti est 

certainement comprise; 



9G COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

f(£) ck la probabilité de la coïncidence de l’erreur avec une quantité 
comprise entre les limites infiniment voisines £, £ 4 - d£. 

Supposons encore que, m inconnues x, y, o, (v étant liées aux 
quantités par n équations approximatives de la formi' 

(j) aix -H b/Y -t-. . .-Y giV -Y hiw — ki, 

on tire de ces équations multipliées par certains facteurs, puis ajou- 
tées entre elles, la valeur de l’inconnue x-, et nommons , A„ 

ces facteurs, choisis de manière que l’on ait 

( 2 ) S«/X/=i, SA/À/=o, S/i/>./— O, 

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semldables 
les uns aux autres. La valeur trouvée de l’inconnue x et l’erreur H 
que comportera cette valeur seront 

(3) x = Sliki, ^ = SX,£/. 

Soit maintenant P la probabilité de la coïncidence de l’erreur H 
avec une quantité renfermée entre deux limites données co,, co,,, et 
posons, pour abréger, 

(^) 9 ( 8 ) = f 

(5) $(5) r= o(/.,6) o(>., 0). . . o(X„C'). 

On aura 

(6) cp(o)=i, 

( 7 ) <b{o)=i, 

et la formule (1 5 ) de la page 90 donnera 

.(8) 

Considérons spécialement le cas où l’on aurait 

oo„ = -j. 


t — Xy 
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U étant, ainsi que X, une quantité positive, et, de plus, 

(9) f(-£) = f(£). 

Dans ce cas spécial, la formule (4) donnera 

(10) o(Ô)= 2 ^ f(s) COS0S ds, 

et la formule (t7)'de la page 90 donnera 
P = ^ jT <t(Ô) cosÔTdrdd 
<I)(ô)d0 


(II) 


^0 

^ sin^u 


(12) 


I)„Prr - r"<P(0)cOS 
.7a 


dô- 


5 0 U dd. 


Si l’on ne peut assigner à aucune limite inférieure ni supérieure, 
on aura x = c», et par suite la formule (10) donnera 

/T» 00 > 

(l3) çp(^?)rr:2/ f (s ) COS(?£ cls. 

Jq 


Au reste, la formule (i3) comprend, comme cas particulier, la for- 
mule (10) que l’on en tire, en réduisant f(£) à une fonction discon- 
tinue qui s’évanouisse constamment, pour des valeurs de e supé- 
rieures à X. 


Si la fonction f(£), sans être discontinue, devient très petite, et 
décroît très rapidement pour des valeurs de e supérieures à x, en sorte 
qu’on ait sensiblement 

f(£) de : 


f 


alors, la valeur numérique de l’intégrale f(£)cos9£d£, toujours 
inférieure à celle de l’intégrale f ((e) de, puisqu’on a constamment 

• 7 v 


OEut'res de C, — S. 1, t. XII. 


l3 
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f(£) > O, sera elle-même très petite, et par suite, dans la détermina- 
tion de la fonction o(G), on pourra, sans erreur sensible, substituer 
la formule (i3) à l’équation (lo). 

Observons encore que les équations (i), (2),, (3) ne sont pas alté- 
rées, quand chacune des quantités 




gh Kh h 


vient a changer de signe. Il en résulte que, dans le cas où la condi- 
tion (9) est vérifiée, on peut se borner à déduire des formules (5) 
et (II), jointes à la formule (10) ou (i3), les valeurs de P correspon- 
dantes a des valeurs positives des facteurs X, , X^, . . . , X„. 

Observons enfin que de la formule (i3) on peut déduire, non seu- 
lement la fonction ®(G), lorsque l’on connaît la fonction lY.), mais 
réciproquement la fonction f(s), lorsque l’on connaît ^(0). En e/fet' 
multiplions les deux membres de cette formule par cosGt, puis inté- 
grons par rapport à 6 entre les limites 0 = o, G = x). Alors, en rem- 
plaçant t par nous trouverons 


^ l'O) — - <p(^) COS0£ Ci0. 

>J(s 

Pareillement, on tirera de la formule (i i) 

d>(r)=r cosur.D„Pdu. 

•^0 

La probabilité P, déterminée par la formnlp (^,\ \' 1 - 

.e.en. ae la . (a «■ 

plus grande pessible, ouVn’V’auV;’ V" 

des équations (3) fournisse la valeur de r/, 

désigne à l’aide de la lettre caractéristicrue S T 

enstique à des variations corres- 
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pondantes attribuées aux quantités . . . , P, et si P est une 

fonction continue de X,, Xo, .... X„, il suffira ordinairement, pour 
obtenir le maximum de P, d’assujettir X,, 1 .,, X„ à la condition 

(16) ÔP-o, 

quelles que soient, d’ailleurs, celles des variations oX,, âXo, ..., oX„ 
qui resteront arbitraires, quand on aura égard aux formules (2) et, 
par conséquent, aux suivantes : 

( 17 ) Sa/GX/— O, Sfc/G)./ — O, Sh/ôl/~o. 

Donc, pour obtenir le maximum de P, il suffira ordinairement d’ex- 
primer X,, Xa, . . . , X„ en fonction de m nouveaux facteurs a, 6, ... , yj, 
à l’aide d’équations de la forme 

( 18 ) R),, P = «/St -H h/6 H- ... H- h/-n, 

puis de déterminer cos nouveaux facteurs, à l’aide des formules (2) 
jointes à la formule (18). 

§ II. — Sur les conditions à remplir pour que les résultats les plus probables 
deviennent indépendants des limites assignées aux erreurs qu’ils com- 
portent. 

Soient toujours \ l’erreur que comporte la valeur trouvée de l’in- 
connue .t, et P la j)robabilité de la coïncidence de cette erreur avec 
une quantité comprise entre les limites — u. H- u. Admettons d’ail- 
leurs, comme nous l’avons fait, pour les erreurs que comportent les 
quantités fournies par l’observation, une loi de facilité représentée 
par une fonction f(£) qui reste invariable quand l’erreur e change de 
signe, et qui décroisse très rapidement pour dos valeurs croissantes 
de cette même erreur. La probabilité P sera donnée par ta formule (ii) 
du § I, et si, en supposant P fonction continue des facteurs X,,X2, ..., X„, 
on veut faire en sorte que P devienne un maximum, on devra les déter- 
miner à l’aide de la formule 
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dans laquelle oP représente la variation de P correspondante aux 
variations SX,, SX,, . . . , SX„ des facteurs X,, X,, . . . , X„. D’ailleurs, les 
valeurs de X,, X,, ...,X„ déduites do la formule (i), combinée avec 
les formules (17) du § I, et, par suite, la valeur la plus probable x de 
l’inconnue x, dépendront, en général, des valeurs attribuées, non 
seulement aux coefficients 


a/ J bi, hf, kl, 

A 

que renferment les équations données, mais encore à la quantité 
positive U ; et si l’on veut que x devienne indépendant de u, il faudra 
que, U venant à varier, la relation établie par la formule (t) entre les 
quantités SX,, SX,, ..., SX„ demeure invariable; en d’autres ternies, 
il faudra que l’on ait 

( 2 ) D.,âP = o. 

Mais, eu égard à la formule (i5) du §1, l’équation (2) entraînera la 
suivante 


(3) 


ô#(T)r:= 0 , 


quelle que soit, d’ailleurs, la valeur attribuée à z. Donc, si la valeur 
la plus probable x de l’inconnue x devient indépendante d(^ u, alors 
à la formule (i) on pourra substituer l’équation (3) qui, subsistant 
quel que soit-r, s’accordera nécessairement avec la suivante : 

O ^(l) zz: 0. 

D’autre part, si l’on pose, pour abréger. 


(5 ) 


©( 6 ) 


= Do 1 ©((5), 


on aura identiquement 


( 6 ) 

et par suite les 

(7) 

( 8 ) 


âÆ>(T)=$(T)S5j(X/-i:)âÀ/, 
formules (3), (4) donneront 
ScT(X/r) 

S'Xi — O.. 
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Or, pour que les équations (7) et (8) s’accordent entre elles, il faudra 
que l’on ait 

to(X|T) sriXsT) 

^ cj(Ai) ~ rotXa) ®(X„) 

Il est bon d’observer que l’équation (8), jointe aux formules (17) 
du § I, déterminera les facteurs X,, . . . , A„ en fonction des coeffi- 

cients a/, hi, , hi. Si ces coefficients viennent avarier. A, , A,, . . . , 
varieront par suite, et si, pendant qu’ils varient, la valeur la plus pro- 
bable X de l’inconnue x reste indépendante de u, alors, de la for- 
mule (9) qui ne cessera pas d’être vérifiée, on en conclura qu’un 
rapport de la forme 

5t(Xt) 

ot(^X) 

offre une valeur indépendante de la valeur attribuée à A. On aura 
donc alors 
, , 

“ îrF(i) 

et, par suite, en supposant t positif, 

(11) ro(T) — ■ 

M étant une quantité constante. Cela posé, la formule ( 5 ) donnera, 
pour des valeurs positives de 0, 

(12) ©( 0 ) = 

les valeurs de N, c étant 

D’ailleurs, la valeur de ç ( 0 ) étant déterminée par la formule (12), la 
formule (i 4 ) du § I donnera 

(13) f(£)=:b Ç e-‘!®'^cos0E dA 

Ainsi la loi de facilité des erreurs que comportent les observations 
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devra être une des lois que suppose la formule (i 3 ), si l’on veut 
que la valeur la plus probable de chaque inconnue devienne indé- 
pendante des limites assignées à l’erreur que comporte cette valeur 
même. 

Supposons maintenant la valeur de f(£) déterminée par la for- 
mule (i 3 ); alors, en attribuant, comme on peut le faire, des valeurs 
positives aux facteurs À,, A.,, ..., on tirera de l’équation (12), 
jointe aux formules ( 5 ) et (i 1) du § I, 


(i 4 ) 

et 



la valeur de s étant déterminée par les formules 

(16) s = cA, A = . .4- 

Alors aussi P croîtra pour des valeurs croissantes des deux quan- 
tités s, A, et l’équation (8) donnera 

( 17 ) Slf~'èh=o. 

Donc à la formule (18) du § I on pourra substituer celle-ci : 

( I S ) — et / oc 4- bi ê 4 “ - . . 4 ” A i‘(]. 

Si l’on suppose les inconnues réduites à une seule x, alors, après 
avoir préparé les équations données de manière que le coefficient ai 
soit toujours positif, on tirera de l’équation (18) 

( 19 ) 

(20) h 

et de l’équation (20), jointe à la formule Sa^X^ = i, 

(21) S af'"’ . 
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Alors aussi, pour obtenir l’équation finale qui fournira la valeur de x 
la plus probable, il suffira d’ajouter l’une à l’autre les équations don- 
nées, après les avoir respectivement multipliées par les divers termes 
de la suite 

(22) ..., of-’. 


Si l’on réduit l’exposant N au nombre 2, l’équation (i3) donnera 


(23) 

la valeur de k étant 



alors aussi la formule (18), réduite à 


( 24 ) ^1 — <2^ c£ H— ^ 1 6 —1— . . . -f- l 'e, 

conduira précisément aux résultats que fournit la méthode des 
moindres carrés, ce qui s’accorde avec les conclusions auxquelles 
nous sommes parvenu dans le Mémoire précédent. 

Si l’on réduit l’exposant N -a l’unité, on tirera de l’équation (i3) 


(25) 



r 

I -1- 


la valeur de k étant Alors aussi, en supposant les coefficients a,, 
a^, ..., a, J inégaux, et désignant par a, le plus grand de tous, on 
tirera des formules (20), (21) de très petites valeurs des rapports 
•••) Donc alors, si les inconnues se réduisent à une seule æ. 

Al Al 

la valeur de x la plus probable sera celle que fournira la seule équa- 
tion 

aix = kl. 

Enfin, si l’exposant A devient très grand, les divers termes de la 
suite (22) se réduiront sensiblement à l’unité. Donc alors, si les 
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inconnues se réduisent à une seule x, la valeur de x la plus probable 
se tirera de la formule qu’on obtient, quand on ajoute entre elles les 
équations données préparées de manière que les coefficients de 1 in- 
connue X dans les premiers membres soient tous positifs. 

M. Augustin Cauchy présente aussi un Mémoire qui a pour titre : Sur 
les résultats moyens d’un très grand nombre d’ observations . 


527 . 

Calcul des probabilités. — Sur la probabilité des erreurs qui affectent 
des résultats moyens d’ observations de même nature. 

G. R., T. XXXVII, p. 264 (i6 août i853). 

§ I. — Sur la probabilité des erreurs qui affectent des quantités déterminées 
par des observations de même nature. 

Soient, comme dans le précédent Mémoire, 

1,, lc„, ..., des quantités fournies par des observations de même 
nature ; 

£,, £,. •••» les erreurs qu’elles comportent; 

I l’un quelconque des nombres entiers i , 2 , 3, ..., n. 

Supposons, d’ailleurs, les erreurs positives ou négatives également 
probables, et soient, dans cette hypothèse, 

— X, X les limites entre lesquelles l’erreur est certainement com- 
prise; 

f(£) d£ la probabilité de la coïncidence de cette erreur avec une quan- 
tité renfermée entre les limites infiniment voisines e, £ -f- de. 

La fonction f(£), que nous nommerons l'indice de probabilité de l'er- 
reur z, pourra être transformée en une intégrale définie k l’aide de la 
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formule 

(1) f(s) = - f <û(d) cosQsàQ, 

'^Jo 

dans laquelle on aura 

( 2 ) Cf{9)=:2f f(£) COS0£ ds. 

La fonction ®(0), que détermine la formule ( 2 ), est donc liée à 
la probabilité f(£), de telle sorte que, l’une de ces fonctions étant 
donnée, l’autre s’en déduit. D’ailleurs, si, dans la formule ( 2 ), on 
pose 0 = 0 , on aura 

(3) 


œ(o) = I 


OU, ce qui revient au même, 
(4) 


2 rf(£) 


de ; 


La fonction 9(0) étant supposée connue, on peut sans peine en 
déduire, non seulement la valeur de f(£), c’est-à-dire l’indice de pro- 
babilité de l’erreur e, mais encore la probabilité P de la coïncidence 
de l’erreur zi avec une quantité renfermée entre les limites — s, e. En 
effet, cette dernière probabilité sera évidemment représentée par l’in- 
tégrale 

f ({e)d9 = 2f Î{9)d0 

£ «/O 

ou, ce qui revient au même, par le double de l’intégrale 

/ f(£)d£, 

prise à partir de £ = o. D’ailleurs, en vertu de la formule (i), cette 
dernière intégrale sera équivalente à 

I r“ , 0 . sin0£ 

-J ,(8). 


dô. 


On aura donc 
( 5 ) 




Sine 


dû. 


14 


OEuvres deC,-^ S. 1, t. Xll. 
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Soit maintenant 

( 6 ) CO — Sj + X222 . • . ~l“ 

une fonction linéaire des erreurs £,, £3, •••»£«. La probabilité P de 
la coïncidence de l’erreur w avec une quantité renfermée entre les 
limites — u, u sera fournie par une équation analogue à la for- 
mule (5), savoir par celle qu’on en déduit en remplaçant la limite £ 
par la limite u, et la fonction cp(6) par laïonetion 

On aura, en conséquence, 



En d’autres termes, on aura 

(9) ' P -T fO)clr, 

^0 


la forme de la fonction qu’indique la lettre F étant déterminée par, 
l’équation 

( 10 ) ‘ ¥{v) = - f <&(0)cos0ud0. . 

Cela posé, le produit F(u)du représentera la probabilité de la coïn- 
cidence de l’erreur oj avec une quantité renfermée entre les limites 
infiniment voisines u, u + du, et le premier facteur de ce produit ou 
la fonction F(u) sera ce que nous nommerons l’mc/jce de probabilité 
de l’erreur u, considérée comme une valeur particulière de co. L’indice 
de probabilité d’une valeur nulle de co sera donc 

(11) r(o) = - / .$(ô)dô. 

«A 

Dans le cas particulier où la fonction w se réduit à la moyenne 
arithmétique entre les erreurs £,, £3, ..., £„, et où l’on a, par suite, 

£1 -h £2 -H . .U H- £/t 


( 12 ) 


CD 


n 
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la formule (7) donne simplement , 

(.3) = 

Les formules (7), (8), (9) et (10) font dépendre les quantités F(ü) 
et P de la fonction (p( 0 ) déterminée elle-même par la formule (2). 
D’ailleurs, de cette dernière formule on peut en déduire plusieurs 
autres qui peuvent lui être substituées plus ou moins utilement, sui- 
vant qu’on attribue à la variable positive 0 des valeurs plus ou moins 
grandes. 

Remarquons d’abord qu’on tire de l’équation (2), en ayant égard à 
la formule cos.t —.1 — 2 sin^-i 

2 ■ 

(14) ^ 2 sin^^ f(s)(,l£ 

et, on intégrant par parties, 

l'(5t) sin0x 

( 1 5 ) 9 ( 0):-:,2 

D’autre part, si l’on nomme x une variable positive et x,(^) 
fonction -qui, s’évanouissant pour x — o, demeure continue, avec 
sa dérivée y^{x), pour des valeurs de x inférieures à une certaine 
limite, on aura, comme on sait, pour de telles valeurs de x, 

Yj désignant un nombre inférieur à l’unité. Il en résulte, par exemple, 
que, pour dos valeurs de x très petites, sinir est le produit de x par 
un facteur compris entre les limites i, cosa;; que, pareillement, 
l(i — x) est le produit de — a; par un facteur compris entre les 
limites i, et que, par suite, en nommant p un tel facteur, on a 



0 
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Cela posé, si l’o'n fait, pour abréger, 

(16) C=f £’*f(£)d£, 

et si, d’ailleurs, on attribue à la variable positive ô une valeur assez 
petite pour que le produit 0>c soit lui-même très petit, on verra la 
valeur de ®( 0 ) donnée par la formule (i 5 ) se réduire sensiblement à 
l’exponentielle et l’on conclura de cette formule qu’on a en toute 
rigueur 

(17) cp(e) = e- 5 ®% 

ç étant le produit de la constante c par un facteur l'enfermé entre les 
limites 

(18) cos^— , . 

^ C f ■ ^ 1 

I— J ^2sin— J f(e)a£ 

et à plus forte raison entre les limites 

La formule (17) permet d’obtenir facilement une valeur très appro- 
chée de la fonction ® (0), dans le cas où 6 et Ox sont très petits. 

Si, au contraire, on attribue à 0 une valeur qui ne soit pas très 
petite, alors, la valeur de ç n’étant plus très voisine de la constante c, 
la formule (17) devra être abandonnée. Mais aloz’s, surtout si 0 devient 
très grand, on pourra utilement recourir à la formule (i 5 ). Considé- 
rons, pour fixer les idées, le cas où la fonction f(£) décroît constam- 
ment, tandis que la variable i, supposée positive, croît à partir de 
zéro. Dans ce cas, {'(e) étant négatif, la formule (i 5 ) fournira immé- 
diatement une limite supérieure de 9(0) et donnera 

( 20 ) œ(0),<2i^. 


Pour montrer une application des formules que nous venons d’ob- 
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tenir, appliquons-les à la détermination de la quantité F(u), ou, ce 
qui revient au même, à la détermination de l’intégrale 

^ oo 

( 21 ) / ^{0) cosOv d9, 


dans le cas où, n étant un très grand nombre, les facteurs X,, . . . , 
'k„ sont des quantités très petites de l’ordre de Soit d’ailleurs © un 
nombre qui soit lui-même très grand, mais tel, que les produits 0, 
A,©, ..., X„© restent très petits. L’intégrale (21) sera la somme des 
deux intégrales 

( 22 ) f 4>{0) COS0U (15, 

r® 

( 28 ) / $(5) COS0U (15. 


D’ailleurs, en vertu des formules (7) et (17), on aura, pour dos 
valeurs de 0 inférieures à 0, 


(24) <l>(5) =e-s°*, 

la valeur de s étant donnée par une équation de la forme 

et les facteurs ç,, ç,, . . . , étant très voisins de la constante c. Il y a 
plus : on aura encore 

(25) s = çA, A = XJ - 1 - )i| -h . . • -h X', 


ç étant une quantité renfermée entre le plus petit et le plus grand des 
nombres Çj, ç,, ..., ç„, par conséquent une quantité qui sera elle- 
même très voisine de c. Cela posé, l’intégrale (22) deviendra 


( 26 ) 



cos5u d5. 


Or cette dernière différera très peu de l’intégrale 



cos5u d5. 


(27) 
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si le produit ^0- est un très grand nombre, ce qui arrivera si 0“ est 
d’un ordre supérieur à l’ordre de y c’est-à-dire à l’ordre de n, ou, en 
d’autres termes, si © est d’un ordre supérieur à l’ordre de sjn. Donc 
aussi, sous cette condition, l’intégrale (22) se réduira sensiblement 
à un produit de la forme 


(28} 



la valeur de s étant 


(29) 


s = cA. 


D’autre part, on aura, en vertu de la formule (20), 


(3o) 




C2f(0)]" J_ 


et par suite l’intégrale ( 23 ) sera inférieure au produit 
(3i) I 

À, À,. . .X„ (/J ■ 

Donc, si ce dernier peut être négligé vis-à-vis de l’expression (28), 
ce qui arrivera, par exemple, quand la quantité 2 f(o) sera inférieure 
à chacun des produits X,0, X,0, . . . , a„@, l’intégrale (21) se réduira 
sensiblement à 1 expression (28), et l’on aura, à très peu près, 

s/ns 

Alors aussi la formule (9) donnera sensiblement 


(33) 


U 



§ II. la probabilité des erreurs qui affectent les résultats moyens. 

Supposons que, les m inconnues u;, étant déterminées 

par équations linéaires approximatives, on déduise de ces équations 
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multipliées par certains facteurs X,, Xo, X„, puis ajoutées entre 
elles, l’équation finale qui fournit immédiatement la valeur de l’in- 
connue X. Cette valeur sera de la forme 

( I ) X z^'k^k^-T- ^2 7*^2 • • • "H kfikfiy 

la première des équations de condition auxquelles satisferont les fac- 
teurs X^, X,, . . . , X„ étant elle-même de la forme 

(2) «iXi-e . .-f- a,iX,i= I, 

et, si l’on nomme les erreurs que comportent les quan- 

tités A,, t,, . l’erreur ^ de la valeur précédente de x sera 

(3) ? ~ XaSa -h . • - H- Sn- 

Enfin, si, des erreurs positives et négatives étant également probables, 
on suppose l’erreur £^ certainement comprise entre, les. limites — x, x, 
la probabilité P de la coïncidence de l’erreur ^ avec une quanti té ren- 
fermée entre les limites — u, u, et l’indice de probabilité F(u) de 
l’erreur u dans la valeur de l’inconnue x, seront déterminés par les 
formules (8) ct(To) du § I. 

Il importe d’observer qu’on tire des formules (i) et (3), jointes à 
la condition ( 2 ), 

//s Xi A', -4- A',j 

Ui Al -h- €12^2'^ ••• Cl n^fi « 

, ^ . P E-j ^2 ^2 

^2 ^2 • * • “H 

Ces dernières valeurs de æ; et de ^ dépendent uniquement des rapports 
entre les facteurs X,, Xj, . , X„ et sont aussi celles qu’on obtiendrait 
si l’on cessait d’assujettir ces facteurs à la condition ( 2 ). Admettons 
cotte dernière hypothèse, et concevons que, les signes des facteurs X, , 
Xa, . . . , X„ restant arbitraires, on assigne à ces mêmes facteurs des 
valeurs numériques. déterminées. Soit, d’ailleurs, X la moyenne arith- 
métique entre ces valeurs numériques, et nommons A la plus grande 
valeur numérique que puisse acquérir la somme ‘ 


-H fljXi -h Cln^n 
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La plus grande des valeurs numériques que poui’ra prendre l’erreur ^ 
sera la plus petite possible, et précisément égale au rapport 

,,, nlii 

( 6 ) 

quand les signes des facteurs X,, Xj, . . . , seront choisis de manière 
que l’on ait 

(7) }\1 -h CÎÎ2 ^2 — X. 

D’ailleurs, étant donnés les coefficients a,, «2 et les valeurs 

numériques des facteurs X, , Xj, . . . , X„, on connaîtra la valeur numé- 
rique de chacun des produits 

et la quantité A, déterminée par l’équation (7), sera la plus grande 
possible lorsque tous ces produits seront positifs, c’est-à-dire, en 
d’autres termes, quand les signes des facteurs 

^ 2 > • • • > 

seront ceux des quantités 

Clly • • • J J 

qui représentent les coefficients de l’inconnue x dans les équations 
linéaires données. Donc un système de facteurs X,, Xj, ..., X„ qui 
satisferont à cette condition, étant comparé aux systèmes que l’on 
peut en déduire en changeant les signes d’ùn ou de plusieurs de cés 
facteurs, sera précisément le système pour lequel la plus grande 
erreur à craindre dans la valeur de l’inconnue x deviendra la plus 
petite possible. Il conviendra donc, dans la recherche de l’équation 
finale qui déterminera l’inconnue x, d’attribuer au facteur X^, par 
lequel on multipliera une équation linéaire, le signe qui affectera, 
dans cette équation, le coefficient ai de x. 

Concevons maintenant que, les produits (8) étant tous positifs, on 
fasse varier les valeurs numériques des facteurs X,, Xj, .. ., en 
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supposant, coinme on peut le faire, ces facteurs assujettis à la condi- 
tion (2). Les valeurs de a? et ^ données par les formules (i) et (3) 
varieront, et la valeur la plus probable x de l’inconnue x sera celle 
pour laquelle la probabilité P deviendra la plus grande possible. 
D’ailleurs, pour déterminer la valeur x de l’inconnue x avec les 
valeurs correspondantes des valeurs X,, Xo, ..., X„, il suffira, en 
général, de recourir à la condition 

(9) ap = o. 

La quantité x ainsi déterminée, c’est-à-dire la valeur la plus probable 
de rinconnuc x, sera indépendante de la limite u au-dessous de 
laquelle on veut abaisser l’erreur ^ de cette inconnue, si la fonction 
f(£.) est de la forme 

( 10 ) f(£) = i f e--"=®\os0E d5, 

’^Jo 

les lettres c, iV désignant deux constantes positives, et si, d’autre 
part, on n’assigne aux erreurs £,, ..., aucune limite, on sorte 

qu’on puisse poser x =qo. Alors on aura 

(ji) <p(ô) — 

( 12 ) ^(0) = 

la valeur de s étant déterminée par les formules 

( 1 3 ) ,s = c A, A — 1'^+l^-i-...-h 

Alors aussi l’indice de probabilité F(o) d’une erreur nulle dans If 
valeur de ^ sera donné par l’équation 

(.4) F(o)=^r(, + ^)r^. 

La valeur la plus probable x de l’inconnue x est, en vertu de 1; 
formule (12), et quand on suppose A = 2, celle que donne la méthod( 
des moindres carrés. Mais la même formule conduit à d’autres valeur: 
de X quand A est supérieur à 2. Donc la valeur la plus probable x d( 
c. — s. I, t. xn. l5 
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l’inconnue x peut différer sensiblement de celle que fournit la mé- 
thode des moindres carrés. 

Celte méthode a-t-elle du moins la propriété de fournir la valeur 
de X la plus probable, dans le cas où, la limite x étant une quantité 
finie, le nombre des observations devient très considérable. Pour 
éclaircir cette question, il convient d’examiner spécialement le cas 
dont il s’agit. C’est ce que je ferai dans le prochain article. 

M. Cauchy présente encore à rAcaclémie un Mémoire sur la probabi- 
lité des erreurs qui affectent les résultats moyens d'un grand nombre 
d' observations. ' 


528. 

C. R.. T. XXXVII, p. 293 (22 août i853). 

M. Auguste Cauchy lit un Mémoire ayant pour titre : Sur la plus 
grande erreur à craindre dans un résultat moyen, et sur le système de 
facteurs qui rend cette plus grande erreur un minimum. 


529. 

Calcul des probabilités. — Sur la plus grande erreur à craindre dans un 
résultat moyen, et sur le système de facteurs qui rend cette plus grande 
erreur un minimum (Mémoire présenté dans la précédente séance). 

C. R.j T. XXXVII, p. 326 (29 août i853 ). 

§ I. — Sur ta plus grande erreur à craindre dans un résultat moyen. 

Soient, comme dans le précédent Mémoire, 

ky , k.,, . des quantités fournies par l’observation ; 

£, , £2, . . . , £„ les erreurs qu’elles comportent; 

/ l’un quelconque des nombres i, 2 , 3, . . . , «. 
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Supposons d’ailleurs que, les erreurs positives ou négatives étant 
également probables, on nomme — x, x les limites entre lesquelles 
l’erreur £; est certainement comprise. 

Enfin, supposons que, m inconnues x, y, , v, w étant liées aux 
quantités k,, h, . par n équations linéaires et approximatives de 
la forme 

aix + b/Y -h . . . + ff/i’ -+■ h/iv = k/, 

on déduise de ces équalions multipliées piar certains facteurs A,, 
A,, .. . , X„, puis ajoutées l’une à l’autre, l’équation finale qui fournit 
immédiatement la valeur de l’inconnue n. Cette équation finale sera 

( i) X ~ Xi A'i H- H- . . . + k„, 

les facteurs X,, X», ..., X„ étant choisis de manière à vérifier les con- 
ditions 

(2) SÙ,l,— o, ..., S/nX/=:(>, 

et l’erreur qui alfectera la valeur de. .r, sera 


(3) ;; Ài Si -t- )i,2S.j-i- ... H- 

Concevons à présent que l’on nomme a la plus grande erreur à 
craindre, pour un système donné de facteurs, sur la valeur de l’in- 
connue x; a sera, en vertu de la formule (3), le produit do la limite x 
|)ar la somme des valeurs numériques des facteurs X, , X», . . . , X„, et 
l’on aura, en conséquence, 

(4) a — îcA, 
la valeur de A étant 

(5) A ” \/Xj -I- y/Aj -f- . • • H- \/A* ~ b ^X/. 

11 est bon d’observer que, les n facteurs X,, X 2 , .. ., X„ étant liés 
les uns aux autres par les formules ( 2 ), on pourra généralement 
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exprimer m d’entre eux, par exemple les facteurs 

en fonction de n — m facteurs restants 

On doit seulement excepter le cas particulier où l’on aurait 

( 6 ) S(±:a, 

De plus, en laissant de côté ce cas exceptionnel, on {)Ourra éliminer 
de la somme A les facteurs X,, Xj, . .. , X„j. Pour y parvenir, il suilira 
de retrancher de la formule ( 5 ) l’équation qu’on obtient en ajoiilant 
l’une à l’autre les équations (2), respectivement mulli|)lié(‘s par îles 
coefficients arbitraires a, é, ..., yj, puis de choisir c(‘s coellieimits 
de manière à faire disparaître dans la valeur de A les ternu's propor- 
tionnels aux facteurs X,, Xj, ..., X,„. On trouvera ainsi, en premier 
lieu, 

(7) A = et -H «lAi-l- «.j/tj-f- .. .H- a„A„, 
la valeur de étant 

puis ensuite 

^ ® ^ A = a -1- £x,„+i H- 4- . . . , 

les coefficients a, g, y; étant déterminés par le système des for- 
mules 

«1 = 0, a2=o, ia,„z=o. 

D’ailleurs, sauf le cas exceptionnel où la condition ( 6 ) serait vérifiée, 
les formules (10) fourniront toujours des valeurs finies et détermi- 
nées de a, g, .... yj. Ces valeurs toutefois dépendront des signes 
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attribués aux facteurs X, X„, attendu que le rapport 

v/>-; 

se réduira ou à 4- i, ou à — i, suivant que le facteur X; sera positif 
ou négatif. 

Remarquons encore que, parmi les facteurs X^, X,, b' 

nombre de ceux qui se réduiront à zéro ne pourra généralement être 
supérieur k n — m. Car, n — m facteurs étant supposés nuis, les m fac- 
teurs restants se trouveront, pour Tordinairc, complètement déter- 
minés par les formules ( 2 ) qui fourniront pour ces m facteurs des 
valeurs généralement distinctes de zéro. 

§ II. — Sur le système de facteurs pour lequel la plus grande erreur 
à craindre dans la valeur d’une inconnue devient la plus petite 
possible. 

On peut demander quel est le système de facteurs pour l(\(|uel 
rerreur a, c’est-à-dire la plus grande erreur à craindre dans la valeur 
de l’inconnue x, devient la plus petite possible. 

Lorsque les équations linéaires données renferment umi seub' 
inconnue x, la question se résout immédiatement à l’aide des for- 
mules (.5), (6) des pages ni, n 2 . En vertu de ces formules, pour que 
la plus grande erreur à craindre sur la valeur de x soit la plus petite 
possible, il sera nécessaire, comme on l’a dit, que les signes des fac- 
teurs X,, Xa, . . . , X„ soient précisément les signes des coefficients 
a.;,, . . . , a,, ; et, si l’on nomme « la plus grande erreur à craindre, l’er- 
reur a, en devenant la plus petite possible, se réduira, au signe près, 

au plus petit des rapports — > •••) — ■ En conséquence, la plus 

Cl Y a n 

petite valeur de a sera 



si a, est celui des coefficients a(, a,, qui offre la plus grande 

valeur numérique; et, d’ailleurs, pour obtenir cette valeur de a, on 
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devra supposer 

( 2 ) ^ 1 =:— , li=0, A„ = 0 . 

Cil 

Ces conclusions cesseraient, d’être légitimes, si les équations pro- 
posées renfermaient plusieurs inconnues. Mais, quel que soit le 
nombre m de ces inconnues, on peut, à l’aide des principes établis 
dans le § I, déterminer la plus petite valeur de » et le système de fac- 
teurs correspondants. En effet, dans ce système, sauf des cas excep- 
tionnels où les coefficients «/, hi, hi satisferaient à certaines con- 
ditions, m facteurs au moins 

• ^ 1 , ^ 2 , ■ • * , 

acquerront des valeurs distinctes de zéro, et, pour éliminer ces 
mêmes facteurs de la somme A, il suffira d’assujettir les coefficients 
a, ê, . . ., Y) aux conditions ( 10 ) du § I, c’est-à-dire aux formules 

(3) «1 = 0 , « 2 = 0 , ..., a,„=o, 

puis de remplacer la formule (5) par la formule (g). Alors aussi, sauf 
des cas exceptionnels, les quantités 

seront généralement distinctes de zéro, et, par suite, il sera néces- 
saire que les facteurs , À„ se réduisent tous à zéro. Car 

si l’on n’avait pas 

(n ) 0 , X/rtH-2 0, ■ • • , X,1 O, 

si, par exemple, différait de zéro, il suffirait d’attribuer à un 
accroissement infiniment petit, mais affecté d’un signe contraire au 
signe de a„, pour faire décroître la quantité A et par suite l’erreur a. 
Donc alors l’erreur a ne serait pas, comme on le suppose, la plus 
petite possible. D’ailleurs, quand les formules (4) seront vérifiées, 
les valeurs de X,, Xo, . .., X„, seront immédiatement fournies par les 
équations 


(5) 


S ~ ï , 


s bi\i=.o, 


• • > 


S A/X/zzi O, 
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et les formules (5), ( 9 ), (4) du § I donneront 

( 6 ) A ~ y/X J -t- 4 - . . . + \/Xm ~ 

( 7 ) ÿ — xcc. 

Donc la plus petite valeur de a sera généralement de la forme xa, 
a étant une quantité positive, déterminée par le système de m équa- 
tions analogues aux formules (3), c’est-à-dire par m équations de la 
forme 

( 8 ) /Oi -f- bf ê 4 - . . . 4 - , 


et généralement aussi les facteurs 1 ,, X„,, propres à fournir 

celte plus petite valeur, s’évanouiront, hormis les facteurs correspon- 
dants aux valeurs de / écrites comme indices au bas des lettres a, 
b, . . . , h, dans les équations desquelles on tirera les valeurs de a. 

Ajoutons que, parmi les valeurs de a déterminées comme on vient 
de le dire, on devra choisir la plus petite de toutes. En substituant 
celle-ci dans l’équation ( 7 ), on obtiendra précisément la valeur cber- 
ebée de a. 

Appliquée au cas où les équations linéaires données renferment une 
seule inconnue x, la méthode que nous venons d’exposer reproduit 
les formules (i) et ( 2 ). 

Lorsque les équations linéaires données renferment deux incon- 
nues X, y, on a, en vertu des formules (4) et (5), 

fï J À] 4— f , biXi 4“ — O, Xÿ — O, ^ — 0 , . . . , X/i — ~ o , 


et de CCS équations, jointes aux formules ( 6 ) et ( 7 ), on tire 


(9) 



b, b, 



« = X 


\lb\ 


\/(S 



(ro) 
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Donc alors, pour trouver la plus petite valeur de a, il suffît d écrire, 
l’une au-dessus de l’autre, les deux suites 


(II) 



puis de multiplier par x le plus petit des rapports qu’on obtient quand 
on divise la somme des valeurs numériques de deux termes de la pre- 
mière suite par la différence entre les valeurs numériques des termi's 
correspondants de la seconde suite. Si le plus petit de ces rap|)orts est 
formé avec les premiers termes des deux suites, la plus petite valeur 
de a sera fournie, avec les valeurs correspondantes des fact('ursÀ,, 
X,, . . . , par les formules (9) et (10). 

11 est bon d’observer qu’on tire des formules (9) 


la valeur de p étant 

a., hf 

^ «1 62 

Par suite, les produits a,X,, ««X, seront tous deux positifs, si le rap- 
port P est négatif. Mais, si ce rapport est positif, alors l’unité étant 
comprise entre les lirnites p et p~', les produits a,X,, seront, 
l’un positif, l’autre négatif. 

On devrait évidemment, dans les formules (9), (10), etc., échanger 
entre elles les lettres a et b, s’il s’agissait de faire en sorte que la plus 
grande erreur à craindre, non plus sur la valeur de a;, 'mais sur la 
valeur de J, devînt la plus petite possible. 

Nous avons, dans ce qui précède, fait abstraction des cas exception- 
nels où les coefficients ai, bi, ..., vérifient certaines conditions^ 
par exemple la condition (6) du § I. Pour résoudre le problème dans 
ces cas exceptionnels, il suffira ordinairement de substituer aux coef- 
ficients a^, bi, ...,ki d’autres coefficients qui en diffèrent .infiniment 
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peu et cessent de remplir les conditions dont il s’agit. De plus, il sera 
généralement facile de voir comment doivent être modifiées, dans les 
cas exceptionnels, les formules ci-dessus établies. 

Considérons, pour fixer les idées, le cas où, les inconnues étant 
réduites à une seule x, plusieurs des coefficients ..., par 

exemple les l coefficients a,, a,, ai, offrent des valeurs numé- 
riques égales, mais supérieures à celles de tous les autres. Alors la 
plus petite valeur de a sera toujours déterminée par la formule (i). 
Mais les valeurs correspondantes de X,, X,, ..., X„ ne seront pas 
nécessairement celles que fournissent les équations (2) et pourront 
être encore toutes celles qu’on déduit de la formule 

( 1 3 ) ci\ “H CLi^ Xj . . . “H cil — I y 

en attribuant aux produits a,X,, û^X^ des valeurs positives 

ou, en d’autres termes, en attribuant respectivement aux facteurs X,, 
Xo, . . . , X; les signes des coefficients a,, a^, ..., ai, par conséquent 
toutes celles qui vérifient la condition 

(l4) \/XJh- \/ jv2 -h. . . -h s/X/ — • 

v«; 

§ 111. — Conclusiom, 

Soient, comme dans le § I, ^ l’erreur de l’inconnue x, et a la plus 
grande valeur que cette erreur puisse acquérir pour un système 
donné de facteurs. Soient, en outre, — u, u les limites inférieure 
et supérieure entre lesquelles on veut renfermer l’erreur et P la 
probabilité de coïncidence de cette erreur avec une quantité com- 
prise entre les limites — u, u. Si, en attribuant aux facteurs X,, 
Xo, . . . , X„ des valeurs telles, que la plus grande erreur a devienne 
la plus petite possible, on pose précisément u = a, la probabilité P 
se changera en certitude et acquerra ainsi la plus grande valeur pos- 
sible. Par suite, si l’on attribue à u une valeur qui soit inférieure à 
la valeur de a, déterminée dans le § II, mais qui en diffère très peu, 
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lo système de facteurs qui fournira la plus grande valeur de P ( 
rera très peu du système qui correspond à cette valeur de a. 

Ainsi, par exemple, si, en supposant les inconnues réduites à 
seule X, et en désignant par a, celui des coefficients a,, a„, .. 
qui offre la plus grande valeur numérique, on attribue à u une vi 


inférieure au rapport mais très peu différente de ce rappo 


V'a; 


système de facteurs qui fournira la plus grande valeur de P difif^ 
très peu du système déterminé par les formules 


(l) — — ) ^2 — O, /.J— O, ..., — O. 

«1 

D’ailleurs, ce dernier système sera, en général, très différer 
celui que fournirait ta méthode des moindres carrés. Donc, pou 
valeurs do u suffisamment grandes, la méthode des moindres c 
sera loin de fournir la valeur x de x, correspondante à la plus gi 
valeur de P. Cette conclusion, qui subsiste, quels que soient la lin 
et le nombre n des équations données, s’étend évidemment a' 
où, CCS équations renfermant plusieurs inconnues, on rempla 
système de facteurs que déterminent les formules (i) par celu 
rend alors la valeur de a la plus petite possible. En conséquenc 
peut énoncer généralement la proposition suivante : 

Si V on nomme u la limite au-dessous de laquelle on veut abaisseï 
reur \ de l’inconnue x, et P la probabilité de la coïncidence de cette < 
avec une quantité comprise entre les limites — u, + u, le système d 
leurs correspondant à la plus grande valeur de P sera ordinaire, 
pour des valeurs de u suffisamment grandes, très différent de celi 
donnerait la méthode des moindres carrés, quel que soit d’aillei 
nombre n des quantités fournies par l’ observation, et quelle que s 
limite x assignée aux erreurs que comportent ces mêmes quantités. 

11 semblerait au premier abord que, dans le cas où le nom 
devient très grand, on pourrait tirer des conclusions différent 
même opposées d’une formule établie dans le § I du préc 
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Mémoire. II semble, en effet, que, pour de grandes valeurs de «, 
les produits assujettis à vérifier la condition 

( ‘-^ ) -)— ^^2^2 ■+■ . . • H~ et \ n m 1 , 

et par suite les facteurs X,, Xo, ..., X„, doivent généralement se 

réduire à des quantités très petites de l’ordre et si cette réduction 

a lieu, si d’ailleurs, en attribuant au nombre 0 une valeur très grande 
d’un ordre supérieur à celui de mais inférieur à l’ordre de n, on 
néglige l’intégrale (23) de la page 109 vis-à-vis de l’intégrale ( 2 a), 
alors la valeur de P paraît devoir être sensiblement celle que donne 
la formule (33) de la page no, c’est-à-dire celle dont le maximum 
est fourni par la méthode des moindres carrés. Mais la formule (33), 
établie comme on vient de le dire, repose évidemment sur des hypo- 
thèses qui peuvent ne pas se réaliser. 

En premier lieu, de ce qu’on attribue au nombre n une très grande- 
valeur, il n’en résulte pas nécessairement que les facteurs X,, X^, ..., 
X„ soient tous très petits. Le contraire arrivera si l’on attribue à la 
plupart d’entre eux des valeurs nulles, comme dans le § Il du présent 
Mémoire. Il y a plus : parmi les facteurs X,, Xo, . , X„ plusieurs pour- 
ront conserver des valeurs finies dans le cas même où l’on supposera 
CCS facteurs déterminés par la méthode des moindres carrés. 

En effet, considérons spécialement le cas où, les inconnues étant 
réduites à une seule x, les coefficients a,, a^, ..., de cette 

inconnue, dans les équations linéaires données, forment une pro- 
gression géométrique dont le premier terme est a et la raison r. 
Alors on aura 

(3) ai=ar'-, 

et, en supposant les facteurs X,, Xj, ..., X„ respectivement propor- 
tionnels aux coefficients a,, a, a^, conformément à la règle 

fournie par la méthode des moindres carrés, on aura encore, eu 
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égard à l’équation (2), 

h.-h= _ >■„ _ I 1 - /• 

w ; J r ' ' ai — 

Or, si, la valeur de a n’étant pas très grande, on attribue à r une 
valeur comprise entre les valeurs 0, i, mais sensiblement distincte 
de ces limites, les termes de la suite 

, ?v2, * - * , 

déterminés par la formule (4), ne seront pas tous très petits, pour 
de grandes valeurs de n. Les premiers termes, par exemple, conser- 
veront des valeurs finies, en se réduisant à très peu près aux termes 
correspondants de la progression géométrique 

I I I 

V 8 ’ ■■■’ 

si, n étant un très grand nombre, on suppose a=i, 

En second lieu, l’intégrale (28) du § I du précédent Mémoire ne 
peut pas toujours être négligée vis-à-vis de Tintégrale (22); et, de 
plus, pour que la formule (9) du même paragraphe puisse être 
réduite à la formule ( 33 ), il est nécessaire que la valeur de u ne 
dépasse pas une certaine limite. C’est ce que prouve l’analyse déjà 
ci-dessus exposée, et ce que montrent aussi les formules relatives au 
cas spécial où le nombre n acquiert une très grande valeur, comme 
nous l’expliquerons dans un prochain article. 

M. Augustin Cauchy présente encore à l’Académie un Mémoire sut 
les résultats moyens d’un très grand nombre d’observations. 
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530 . 


Calcul des probabilités. — Mémoire sur les résultats moyens 
d’un très grand nombre d’ observations. 


Le règlement ne permettant pas d’insérer ce Mémoire dans les 
Comptes rendus, nous nous bornerons à en indiquer sommairement 
les principaux résultats. 

L’auteur, adoptant les notations de la page io4> commence par 
rappeler la formule 


(O 

dans laquelle on a 




sin Qv 

~T~ 


d^, 


( 2 ) 

(3) 


$(ô) = œ(^,Ô)(p(X5l9) ... 
ffl(S)=z 2 r f(E)cOS0£(l£. 


La fonction f(£), qui représente Vindice de probabilité de l’erreur s, 
est assujettie à la condition 



à laquelle on satisfera, si l’on pose 
(5) f(£)— K5I(£), 


«(e) étant une fonction arbitraire, mais toujours positive, de t, et K 
une constante positive déterminée par la formule 


(6) 



La fonction auxiliaire 9(9), déterminée par la formule (3), jouit 
de propriétés remarquables. Elle se réduit à l’unité pour une valeur 
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nulle do ô; pour toute autre valeur de 0, elle s’abaisse numérique 
ment au-dessous de l’unité; et, si l’on pose 

(7) [?(»)]■= —e-’ 

la fonction p de 6 offrira une valeur positive, quel que soit Ô. On aura 
en particulier, pour Ô = o, 

( 8 ) p = 2C, 

la valeur de c étant 

(9) 

et pour G = CO 

Cela posé, soit r la plus petite des valeurs de p; /'sera toujours un 
quantité positive, et l’on aura constamment 


(•0 




1 

7+702 ■ 


Lorsque G et Qx sont très petits, on a 

(i2) <j>(0) = 

ç étant le produit de la constante c par un facteur renfermé entre le 
limites (i8) de la page io8, et à plus forte raison entre les limites 


Pour que la fonction auxiliaire f (6) s’exprime en termes finis, i 
suffit que la fonction ©(e) se réduise à une fonction entière de s, e 
d’exponentielles dont les exposants, réels ou imaginaires, soient pro 
portionnels à s. Le cas où la fonction t 3 r(£) est linéaire et de la form 
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a, b étant deux constantes positives, mérite une attention spéciale. 
Dans ce même cas, on trouve, en supposant b = o, 

(10) = = 

ot, en supposant a = bx, 

/ . 6xy 

— I \ 

(X6) ^(^6) = \-j~J, Crr^-A 

Ajoutons que, clans l’une et l’autre supposition, la valeur de r est 
donnée par la formule 

(17) /■=2C. 

Celte dernière formule se déduit immédiatement de la suivante : 


(18) 


sin^0 


I 

¥ 


^ t 
> 3’ 


à laquelle on parvient on observant que, pour des valeurs de G posi- 

tives, mais inférieures à -> la dérivée de la fonction sinO cos~“ 0 — G, 

2 

ou, en d’autres termes, la fonction 5(008 1) (i + 2cos'‘Q), offre 

une valeur toujours positive. 

Après avoir établi, comme on vient de le dire, les principales pro- 
priétés de la fonction auxiliaire f(G), l’auteur recberche ce que 
devient la probabilité P dans le cas spécial où le nombre n des obser- 
vations devient très grand, et où, les facteurs X,, X,, . . . , X„ étant 

tous très petits de l’ordre de ou d’un ordre inférieur, la somme de 

leurs carrés 

(iq) a = Xj h- ^ 2 -t- . • . -4- X® 

est une quantité très petite de l’ordre de Dans ce cas, à la for- 
mule (r) on peut, sans erreur sensible, substituer d’autres formules 
qui fournissent des valeurs très approchées de la probabilité P . Ainsi, 
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par exemple, si l’on nomme 0 un très grand nombre d’un ordre supé 
rieur à celui de ^n, mais inférieur à l’ordre de n, on aura sensible 
ment, pour de très grandes valeurs de n, 

(») 

et, si l’on nomme X le plus grand des facteurs X, , X,, . . . , X„, la diffé 
rence entre les valeurs de P fournies par les équations (i) et (20 
sera inférieure, abstraction faite du signe, au produit 


aô étant un nombre déterminé par la formule 


(22) 


iDb : 


2 


;-A 0 - 
1 + 


et, par conséquent, un très grand nombre, puisque des deux pro 
duits A0°, X0, le premier sera très grand et le second très petit. 

De plus, si 0 est un très grand nombre dont l’ordre soit inférieu 

non seulement à celui de n, mais aussi à l’ordre de n", on aura encore 
sensiblement, pour de très grandes valeurs dé n, 

.os r. 2 r® O. sin0u 

(23) ? = - / e-^^- 

TC S 

la valeur de s étant 

(24) 5 =cA; 


et la différence entre les valeurs de P fournies par les équations ( 20 ' 
et ( 23 ) sera inférieure, abstraction faite du signe, au produit 


(25) 


•2 h y /3 

71 



h étant la plus grande des deux différences 


(26) 


I fV 0<X» 

e — I, 


J g” 1-f C)v802 ^ 
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Cela posé, si l’on attribue à la limite x une valeur finie, le produit (aS) 
sera, pour de très grandes valeurs de n, du même ordre que la quan- 
tité 10, par conséquent du même ordre que les deux quantités 

qui deviendront très petites quand l’ordre de 0 sera infé- 
rieur à celui de 

Enfin l’on aura sensiblement, pour de très grandes valeurs de n. 


(27) 


P 


V 



sinôu 

~d~ 


de = 



(19, 


et la différence entre les valeurs de P fournies par les formules (aS), 
(27) sera inférieure, abstraction faite du signe, au rapport 


{28) 


7r50'^ ’ 


qui sera de l’ordre de et par conséquent très petit quand l’ordre 

.1. 

de 0 sera inférieur à celui de n-. 

Donc, en définitive, si, la valeur de la limite x étant finie, on attribue 
aux facteurs X,, X,, ..., X„ des valeurs numériques de l’ordre de 
ou d’un ordre inférieur, mais telles, que la somme A de leurs carrés 
soit de l’ordre de alors, pour de très grandes valeurs de n, la pro- 
babilité P sera généralement déterminée avec une grande approxima- 
tion par la formule (27). Si d’ailleurs on assigne à la fonction f(£), 
qui représente l’indice de probabilité de l’erreur e, une forme déter- 
minée, on pourra trouver une limite supérieure à l’erreur que l’on 
commettra, quand à la formule (i) on substituera la formule (27). 
On pourra, par exemple, prendre pour cette limite la somme des 
expressions (21), (26), (28), 0 étant un très grand nombre, dont 

i 1 

l’ordre supérieur à celui de /^^ soit inférieur à Tordre de n\ 
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Observons maintenant qu’on tire des formules ( 3 ), (9) et (24) 


1 


(29) 

C=: 

2 

( 3 o) 

J I 

2\/s \J- 2 r,A. 


•/] étant un nombre inférieur à l’unité. Or il suit de la formule (3o) 
que, si l’on attribue à la limite u une valeur comparable à la limite x, 

en posant, par exemple, u = x, ou u = ^x, ou u = ^ x, . . . , la limite- 

supérieure de l’intégrale comprise dans le dernier membre de la 

2\/s 

formule (27) sera, pour de très grandes valeurs de n, un très grand 
nombre d’un ordre au moins égal à l’ordre de \Jn. Donc alors la pro- 
babilité P sera très voisine de la certitude i. Cotte conséquence sub- 
siste d’ailleurs quelle que soit la forme attribuée à la fonction f(£). 

Les diverses formules que nous venons de transcrire permettent 
encore d’apprécier, en les réduisant à leur juste valeur, les avantages 
qu’on peut retirer de l’emploi de tel ou tel système de facteurs, par 
conséquent de telle ou telle méthode. Mais, forcés de nous arrêter ici, 
nous renverrons ce que nous aurions à dire sur ce point à un autre 
article. 


531. 


C. R., T. XXXVII, p. 526 (10 oclobro i 853 ). 

M. Augustin Cauchy présente à l’Académie des considérations nou- 
velles sur les mouvements infiniment petits des corps considères comme 
des systèmes d’ atomes, et sur la réflexion et la réfraction des mouvements 
simples. 

Les résultats auxquels l’auteur est parvenu seront développés dans 
un prochain article. 
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Géométrie analytique. — Sur les rayons vecteurs associés et sur les avan- 
tages que présente l’emploi de ces rayons vecteurs dans la Physique 
mathématique. 

C. R., T. .X.XVIII, p. 67 (16 janvier i 85 .|). 

La théorie de la lumière, comme la théorie des corps élastiques^ 
présente deux cas distincts, et il peut arriver de deux choses l’une : 
ou la propagation du mouvement s’effectue en tous sens, suivant les 
mêmes lois, et alors le corps transparent devient ce que j’ai nommé 
un corps isophane, et le corps .élastique ce que j’ai nommé un corps 
isotrope, ou cette condition n’est pas remplie. Ajoutons qu’un corps 
peut être isophane ou isotrope, non autour d’un point, mais seule- 
ment autour d’un axe dont la direction est donnée. D’ailleurs on peut 
établir les équations d’équilibre ou de mouvement que présente la 
.Mécanique moléculaire, à l’aide de deux méthodes différentes. Celle 
(le. ces deux méthodes qui paraît la plus rigoureuse consiste à consi- 
dérer les corps comme des systèmes de points matériels sollicités par 
des forces d’attraction ou de répulsion mutuedle. Lorsqu’on la suit, 
les formules auxquelles on parvient sont celles que j’ai données dans 
le Mémoire du i“' octobre 1827 ('). L’autre méthode opère comme si 
les corps étaient d('s masses continues; elle s’appuie sur la notion 
fondamentale de la tension ou pression dans un corps solide. Cette 
pression ou tension, dont il m’a semblé utile d’introduire la considé- 
ration dans la Mécanique moléculaire, et dont j’ai indiqué les pro- 
priétés principales dans le Mémoire du 3 o septembre 1822, diffère 
de la pression telle qu’on l’envisageait dans l’Hydrostatique, en ce 
qu’elle est généralement, non plus normale, mais oblique aux faces 
qui la supportent. Elle n’est pas distincte de la force récemment 
appelée par M. Lamé force élastique. Il suffit d’établir des relations 


(i) OEui'res de Cauchy, S. II, T. XV. 
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linéaires entre les projections algébriques des pressions ou tension 
supportées en un point donné d’un corps élastique par trois plan 
rectangulaires, et les six coefficients que renferme la condensatioi 
ou dilatation linéaire, supposée infiniment petite, pour obtenir lei 
équations homogènes que l’on a considérées comme propres à repré 
senter l’équilibre ou le mouvement intérieur des corps élastiques. 

Nous joindrons ici une remarque qui n’est pas sans importance. L( 
mot axes d’élasticité, employé par les auteurs des divers Ouvrages m 
Mémoires publiés sur la théorie des corps élastiques, n’a pas toujour: 
été bien défini, et on lui a donné des acceptions diverses. Pour évite 
toute confusion, nous adopterons les définitions que je vais indiquer 

Rapportons les positions des divers points d’un corps à trois axei 
rectangulaires des x,y, z. L’un de ces axes, l’axe des x par exemple 
sera un axe d’élasticité, si le système est isotrope autour de cet axe 
ou, ce qui revient au même, si l’on n’altère pas les équations d’équi' 
libre ou de mouvement, en faisant tourner le plan des yz autour di 
l’axe des x. 

D’autre part, le plan desj5, perpendiculaire à l’axe des x, sera ut 
plan principal d’élasticité si l’on n’altère pas les équations d’équilibn 
ou de mouvement, en changeant le signe de x, ou, ce qui revient ai 
même, en échangeant entre eux le demi-axe des x positives et h 
demi-axe des x négatives. 

Ces définitions étant admises, si chacun des trois plans coordonné: 
est un plan principal d’élasticité, les trois axes coordonnés pourron 
ne pas être des axes d’élasticité. 

Étant données les équations générales d’équilibre ou de mouve 
ment d’un système de points matériels, on peut demander les condi 
tions que doivent remplir, dans ces équations supposées linéaires, le 
coefficients supposés constants pour que le système offre un ou plu 
sieurs plans principaux, ou bien un ou plusieurs axes d’élasticité, e 
par suite les conditions à remplir pour que le système soit isotrop 
autour d’un point quelconque, ou autour d’un axe donné. 

J’ai indiqué dans d’autres Mémoires un moyen facile d’effectue 
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3 recherche. J’ajouterai, aujourd’hui, qu’on peut encore résoudre 
simplement les problèmes de. ce genre, en s’appuyant, comme je 
le dire, sur la considération des points associés et des rayons vec- 
f associés. 

3S positions de deux points mobiles étant rapportées à trois axes 
donnés rectangulaires ou obliques, ces deux points mobiles 
nt nommés points associés lorsque les coordonnées rectilignes 
’un seront des fonctions linéaires et homogènes des coordon- 
i de l’autre. Alors aussi les rayons vecteurs menés de l’origine 
s deux points seront nommés rayons vecteurs associés. 

3 s coefficients constants des coordonnées de l’un des points dans 
xpressions des coordonnées de l’autre changeront généralement 
aleurs, non seulement si l’on échange les deux points mobiles 
e eux, mais encore si l’on fait tourner les axes autour de l’ori- 
, ou si l’on échange entre elles deux parties d’un même axe, 
exemple le demi-axe des abscisses positives et le demi-axe des 
isses négatives. Ces changements de valeurs peuvent d’ailleurs 
êduire des formules générales qui servent à la transformation des 
données; mais, sans recourir à ces formules, j’ai reconnu qu’on 
établir directement plusieurs théorèmes dignes de remarque, 
ialement relatifs au cas où les axes coordonnés sont rectangu- 
is. Parmi ces théorèmes je citerai les deux suivants : 

rÉORÈME l. — Si Von fait tourner autour de V origine les trois axes 
donnés supposés rectangulaires, la somme des trois eoefficients gui 
teront les coordonnées d’un point mobile, dans les expressions des 
données de même espèce d'un point associé, demeurera invariable. 

téoRÈME II. — Les trois axes coordonnés étant supposés rectangu- 
s, si l’on fait tourner autour du premier le plan des deux autres, de 
ière qu’il décrive, avec un mouvement de rotation direct, un certain 
ê cp , non seulement le coefficient de la coordonnée d’un point mesuré 
e premier axe dans V expression de la coordonnée de même espèce 
point associé restera invariable, mais, de plus, les huit autres 
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coefficients qui affecteront les coordonnées du premier point dans la 
expressions des coordonnées du point associé vérifieront quatre condi- 
tions très simples en vertu desquelles, de quatre fonctions linéaires, maü 
imaginaires, de ces coordonnées, la première restera invariable, tandü 
que les deux suivantes varieront dans le rapport de r à r_ç, et la dernière 
dans le rapport de i à 

Si, pour plus de commodité, on nomme x, y, z les coordonnées 
d’un premier point, x, y, z les coordonnées du point associé, et 

{s.,x), (x,j), {x,s) 

les cocfRcienls de x, y, z dans l’expression de x; si, d’ailleurs, 
dans les trois symboles qui précèdent, on remplace x par y ou 
par Z, quand les coefficients sont pris dans l’expression de y ou 
de Z, les quatre fonctions linéaires mentionnées dans le second 
tliéorème seront 

(y.j)+ (z. -) — i[(.y. =)— (z. J')]. 

(x,y)-t- i(x,^), (y, Æ-) 4-i(z, x), 

(y.y)- (z,=)-i-i[(y, =)+ (z, /)], 

(juand l’axe de rotation sera l’axe des x. Alors aussi la première d( 
ces fonctions devant rester invariable, sa partie réelle (y, y) -+- (z, 
devra être invariable elle-même ainsi que la différence (y, — (z, y) 

('t, comme (x, a?) devra encore rester invariable, on pourra en dirt 
autant de la somme 

(X, ■■a;)-H(y,r)-t-(z,^). 

11 y a plus : cette dernière somme devra rester encore invariable 
si l’on fait tourner successivement autour de chaque axe le plan de: 
deux autres, et par suite si l’on fait tourner les trois axes d’uni 
manière quelconque autour de l’origine. Donc le premier théorèmi 
est une conséquence du second. 

D’ailleurs, le second théorème se déduit très aisément de cetti 
seule remarque, que, dans le cas où l’on fait tourner autour del’axi 
des X le point dont les coordonnées sont x, y, z, la distance de l’ori 
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gine à ce point projeté sur le plan des yz est représentée, en gran- 
deur et en direction : i° avant la rotation, par la quantité géomé- 
trique j' -f- -i ; 2“ après la rotation, par le produit de cette quantité 
géométrique et du facteur 

i_ç=e-?', 

O étant l’angle décrit avec un mouvement de rotation direct par !(' 
plan des yz. 

Concevons maintenant que l’on construise une sphère qui aitjrour 
centre iin point donné d’un corps homogène, et que l’on détermine 
en grandeur comme en direction la pression supportée au point dont 
il s’agit par une petite face perpendiculaire à un rayon de la sphère. 
Ce rayon, que nous supposerons infiniment petit, venant à changer 
de direction, la pression variera elle-même, conformément au théo- 
rème que j’ai donné en 1.822; et pour énoncer ce théorème, il suffira 
de dire que, le rayon de la sphère venant à se mouvoir, la pression 
sera représentée par un rayon vecteur associé. 

Il y a plus : le même théorème continuera de subsister si, à la pres- 
sion supportée par une face perpendiculaire au rayon de la sphère, on 
substitue le déplacement apparent de l’extrémité de ce même rayon 
dans une déformation infiniment petite du corps solide, mesurée par 
un observateur placé au centre de la sphère. Donc ce déplacement 
pourra encore être l’eprésenté par un rayon vecteur associé au rayon 
de la sphère. 

Enfin, comme deux rayons vecteurs associés à un troisième sont 
nécessairement associés entre eux, il est clair que la pression ou ten- 
sion, et le déplacement apparent dont il s’agit, seront encore deux 
quantités représentées par deux rayons vecteurs associés. 

De cette seule considération, jointe au second des deux théorèmes 
généraux énoncés ci-dessus, on déduit immédiatement, et avec la 
plus grande facilité, les équations qui expriment les projections algé- 
briques des pressions ou tensions en fonctions linéaires des projec- 
tions algébriques des déplacements apparents dans un corps isoti’ope 
autour d’un axe donné. - 
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Lorsque les conditions d’isotropie sont remplies par rapport à deux 
axes rectangulaires, elles le sont encore par rapport à un troisième 
axe perpendiculaire aux deux autres, et alors on retrouve les condi- 
tions d’isotropie du corps autour d’un point quelconque, telles qu’on 
les obtient en faisant usage ou de la méthode que j’ai donnée en 1 829, 
ou de celles qui ont été proposées plus tard par moi-même, ou par 
d’autres géomètres. 

.le remarquerai, en finissant, que la théorie des points associés peut 
être employée avec succès dans un grand nombre de problèmes de 
Physique mathématique. Ainsi, par exemple, dans un cristal à un axe 
optique, les rayons vecteurs menés à des points correspondants de la 
surface de l’onde et de la surface caractéristique sont des rayons 
vecteurs associés. 


533 . 

C. R., T. XXXVIII, p. 238 (6 février i854)- 

M. Cauchy présente à l’Académie des Recherches nouvelles sur la tor- 
sion des prismes. 

L’auteur se propose de développer, dans une prochaine séance, les 
résultats auxquels il a été conduit. 


534 . 

Mécanique analytique. — Sur la torsion des prismes. 

G. R., T. XXXVIII, p. 326 (20 février i854). 

La torsion des prismes ou cylindres à base rectangulaire, ou même 
à base quelconque, le changement de forme des prismes tordus et la 
détermination des points de leur surface où la rupture est le plus à 
craindre, sont, dans la théorie des corps élastiques, des questions 



EXTRAIT N« 534. 


137 


capitales, dont la solution intéresse au plus haut degré les ingé- 
nieurs, les constructeurs, et généralement tous ceux qui veulent 
déduire de cette théorie des résultats utiles pour la pratique. Je me 
suis déjà occupé, dans le quatrième Volume des Exercices de Mathé- 
matiques ('), de la torsion des prismes à base rectangulaire. Mais les 
résultats que j’ai obtenus, en négligeant certains termes des séries 
introduites dans le calcul, ne peuvent être considérés que comme 
approximatifs, et subsistant sous certaines conditions. M. de Saint- 
Venant, ayant reporté son attention sur cet objet, est parvenu, dans 
un Mémoire approuvé par l’Académie, à des formules dignes de 
remarque. 11 suit de ces formules que, contrairement à l’opinion 
admise jusqu’à ce jour, le danger de rupture est le plus grand, non 
pas dans les points de la surface les plus éloignés de l’axe de tor- 
sion, mais dans les points les plus rapprochés de cet axe. L’analyse 
de M. de Saint-Venant met cette conclusion en évidence, pour des 
prismes ou cylindres de diverses formes, spécialement pour ceux 
dont les bases sont rectangulaires ou elliptiques; et elle l’explique 
en faisant voir que ces bases, loin de rester planes, sont gauchies 
par la torsion. Grâce à ce gauchissement, les arêtes d’un prisme on 
d’un cylindre droit, transformées en hélices par la torsion, peuvent 
rester à très peu près normales aux éléments des bases. D’ailleui's 
leur inclinaison sur ces éléments, par conséquent le danger de rup- 
ture, est généralement plus faible pour les arêtes éloignées de l’axc^ 
de torsion que pour les arêtes rapprochées de cet axe, attendu que, 
dans un prisme ou dans un cylindre droit, les parties saillantes et 
proéminentes sont, par cela même, plus indépendantes du reste de la 
masse, et plus libres d’obéir séparément, sans se déformer, à l’action 
des pressions extérieures. 

Une lecture attentive du beau travail de M. de Saint-Venant m’a 
conduit à faire, sur la torsion des prismes ou cylindres droits, des 
réflexions nouvelles qui ne sont pas sans importance. M. de Saint- 


( OE Livres de Cauchy, S. II, T. IX. 
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Venant s’est borné à considérer le cas où l’angle de torsion 0, relatif 
à l’unité de longueur mesurée sur l’axe de torsion, est une quan- 
tité constante. Or on peut démontrer que l’équation indéfinie, dans 
laquelle l’inconnue est un très petit déplacement parallèle à cet axe, 
ne changera pas de forme et coïncidera encore avec celle qui repré- 
sente l’équilibre des températures dans un prisme ou cylindre droit, 
si, l’axe de torsion étant un axe d’élasticité, l’angle de torsion, sup- 
posé très petit, devient fonction de la distance à l’axe. De plus, on 
peut déduire immédiatement du calcul des résidus, non seulement 
les foi’mules remarquables trouvées par M. de Saint-Venant pour la 
torsion d’un prisme à base rectangulaire, mais encore des formules 
analogues relatives au cas où l’angle de torsion 6 varierait avec la 
distance à l’axe du prisme et serait représenté par une fonction 
entière du carré de cette distance. 

Analyse. 

§ 1. — Préliminaires. 

Considérons un corps élastique homogène dont les molécules 
s’écartent très peu des positions qu’elles occuperaient si les pres- 
sions extérieures et intérieures se réduisaient à zéro. Nommons x, 
y, Z- les coordonnées primitives d’une molécule m rapportées à trois 
axes rectangulaires. Soient i, y], les déplacements très petits de 
cette molécule, produits par des pressions extérieures, et mesurés 
parallèlement aux axes. Enfin soient 

Px, Py, Pz 

les pressions ou tensions exercées au point {x,y,z), du côté des 
coordonnées positives, contre trois plans perpendiculaires aux axes 
des X, y, Z, et représentons par 

Pxxj Pxy-) pxzt 
Pyx^ Pyyj Pyzy 


OU par 
ou par 


pzxt pzyy pzz 
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les projections algébriques de la force ou py ou p- sur les axes 
des X, y et On aura, comme nous l’avons montré dans les Exercices 
mathématiques, 

(0 Py^ — P -yy Pzx — Pxzy Pxy— pyxy 

et les équations d’équilibre du corps élastique seront 

1 x Pxx~^ ^yPxx~^ 

( -O Pyx H- Dy Pyy -t" l>3 Pyz — », 

I Rx Pî* + RyPiy + Z’::: — O- 

De plus, si les déplacements v), ^ sont infiniment petits, les six pres- 
sions 

Pxxi Pyyi Pzzy 
Pyzy Pzxy P xy 

se réduiront à des fonctions linéaires des diverses dérivées des dépla- 
cements 

-fl, Ç 

dilïérentiés par rapport à x, y, z-. Donc elles se réduiront, si les 
termes qui renferment les dérivées des ordres supérieurs peuvent 
être négligés, vis-à-vis de ceux qui renferment les dérivées du pre- 
mier ordre, à des fonctions linéaires des neuf quantités 


Itxl 

Ry^, 

R=^, 

Rx 

Ryn, 

R=ti 

RxÇ, 

D ^ 

^y -D? 

R=ç. 


D’autre pai’t, si l’on nomme p la pression ou tension exercée au 
point {x,y,z') contre un plan perpendiculaire à la droite qui forme 
avec les axes des x, y, z des angles dont les cosinus sont a, h, c, et o 
l’angle formé par la direction de la force p avec celle de la droite, on 
aura 

(3) pcoso = a-pxx+- l>^Pyy+,c-p:;-+ 2 bcpyz-^ 2 cap.^+ 2 abpxy. 

Enfin, si l’on désigne par r la distance primitive de la molécule m à 
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une molécule très voisine, située sur la droite dont il s’agit, et par 
7’(i -h e) ce que devient cette distance après le déplacement des molé- 
cules, £ sera ce que j’ai nommé la dilatation ou condensation linéaire 
mesurée suivant la nouvelle direction de cette droite, et l’on aura, 
en supposant v], 'Q infiniment petits, 

(4) £ — (aDx-l- 6Dy.-e cDj) (a^ -1- -t- cÇ) 

ou, ce qui revient au même, 

(5) £ a*£xa:-t- è-£yyH- 2ÔC£ys-t- 2Cae^^-\- 2abZxy, 

les valeurs de £yy, £„, étant 

(6) ^ DxÇ, £yy — DyT), DyÇ, 

I 2 Êy2 ^ D-'a, 2 £~x D - ^ -f- Dx C, 2 £xr Ux: *0 H— Dy J 


en sorte que ^zz représenteront les dilatations ou condensa- 

tions suivant les axes des x, y et s. Cela posé, si les pressions ou ten- 
sions au point (x,y,z) dépendent uniquement des diverses dilata- 
tions ou condensations mesurées suivant tes diverses directions des 
droites qui passent par ce même point, les six pressions 


(7) 


( Pxxt Pry> Pzz7 
I PyZ7 Pzx> Pxy 


devront se réduire, ainsi qu’on l’admet ordinairement, à des fonc- 
tions linéaires des six quantités 

( ^XX7 fry, ^zzi 

(i5) j 

f £y-, ^zxf ^xy 

Si le plan des ys, perpendiculaire à l’axe des x, est un plan prin- 
cipal d’élasticité, alors, revenant à changer de signe, les quantités (7) 
et (8) conserveront, aux signes près, les mêmes valeurs; seulement, 
parmi ces quantités, quatre changeront de signe, savoir : 


Pzxi Pxy et Esxf ^xy7 
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Pareillement, si le plan des js, perpendiculaire à l’axe desj, est un 
plan principal d’élasticité, alors parmi les quantités (7), (8), quatre 
seulement changent de signe, savoir : 

Pxyt Pyz 

Par suite, si les plans des yz et des zx sont des plans principaux 
d’élasticité, chacune des pressions 

Pxxf Pyy9 Pzz 

devra se réduire à une fonction linéaire des quantités 

^xxi ^yyy ^zzj 

et tes trois pressions 

Pyzy Pzx9 Pxy 

». 

deviendront respectivement proportionnelles aux trois quantités 

^zx> ^ary* 

On aura donc alors 

^ ^XX "l* t’ Syy -f- £- 2 , 

^XX tl” Syy -+- f £22 

et 

(10) Py.=: 2 ri£y., p^y— 2 Î£^y, 

les coefficients 0, li, r; ît, f, f; V, c', f'; V, e", f' étant des quantités 
constantes. Alors aussi le plan des xy, perpendiculaire à l’axe des s, 
sera encore un plan principal d’élasticité. 

Si l’axe des x est un axe d’élasticité, alors, en échangeant l’un 
contre l’autre les axes des y et z, on n’altérera point les valeurs 
de />„ ni de py^, mais on transformera pyy, p^y en p^z, Pxz^ et réci- 
proquement. Donc alors on aura 


I P XX — 

( 9 ) j pyy ^ 

( Pzz ~ 


h=:c, 


y -b", 


f:=re, 


frzc'. 
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et les formules (9), (10) donneront 

I pxx^— ^ ^ (^yy~^ ^zz)f 

(11) < /?yy ~ c' -4- b £yy -I- î>^ 

( Pzz ~ Sy^y H- b £;,,, 

(12) /^y3— Pzx — Pxy — 2P£^.y. 

Cela posé, les équations (2), jointes aux formules (6), (ii), (i 
donneront 

I H- D:)],^ H- (c -t- f'O ^ “ 1 “ “O, 

(i 3 ) < [c D^ -T" b Dy -f“ bD 3 ]y) -f- (b H- b^) Dy D- Ç + (f -i- P ) D^. Dy ^ o, 

( [CDJ+ îr D^ 4- bD| ]Ç 4- (c + r' ) D, D^^ 4 - (b 4 - b') Dy IL -n =rr o. 


§ IL — Torsion des prismes ou cylindres droits. 

i 

Supposons que, dans un plan perpendiculaire à l’axe des x, 
mène de cet axe une droite au point {x,y, z). Soient r la longu 
de cette droite, et p l’angle qu’elle forme avec le plan des xy. I 
pourra être représentée en grandeur et en direction par la quan 
géométrique 

(1) y-+-si = r„. 

Si le point (x, j,z) appartient à un prisme ou cylindre droit auq 
on imprime un mouvement de torsion autour de l’axe des x, ak 
en nommant ci l’angle de torsion, et rj, ’C les accroissements s 
posés infiniment petits des coordonnées x, y, z, on aura 

(2) r-l-n + (i:-l-Ç)i=: /’/j-cj. 

Si, d’ailleurs, le point (x,y,z) venant à se déplacer sur une dri 
parallèle à l’axe des x, la variation de o est proportionnelle à la va 
tion de x, en sorte qu’on ait 

Da;nî = 0, 

ô étant indépendant de x; alors de l’équation (2) différentiée 
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rapport à a?, et jointe à la formule 
on tirera 




+ Ci) i0V-ra> 

OU à très peu près, en supposant ra très petit, 

. H- Ci) \ Qr !,■=:— 0( j-|- -i)i; 


puis on en conclura 

(3) \)^n^-zOz, D,.Cr=_0y. 

Telles sont les équations qui caractérisent un mouvement de torsion 
infiniment petit d’un prisme ou d’un cylindre autour de l’axe des x. 
D’ailleurs, on tire de ces équations, en supposant 0 indépendant de j 
et .s, 

(4) D^DyV) :::: O, J).,, I),Ç rr. O, 

(5) D^.(1)>.y) - h D;C) ~o, 

et alors, si la dilatation D^-i, mesurée suivant l’axe des x, est indé- 
[tendante de x, ou, ce qui revient au même, si l’on suppose 

((i) Üll-O, 

la première des équations (i3) du § I donnera, comme l’a observé 
.M. de Saint-Venant, 

(7) (l)^,-hD|)^ = o. 

Mais il est clair que, pour arriver à l’équation ( 7 ), il n’est pas absolu- 
ment nécessaire de supposer 0 indépendant de j et s; il suffît que 
l’équation (5) puisse être jointe à l’équation ( 6 ). Or, si 6 devient 
fonction de r, la formule 

Dj-r _ Dar 

y — Z ’ 


entraînera la suivante 
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et des formules ( 3 ) différentiées, la première par rapport à r, la 
seconde par rapport à s, on déduira encore la formule (5). Donc 
alors aussi l’équation indéfinie à laquelle satisfera l’inconnue sera 
encore l’équation ( 7 ). 

Il reste à montrer comment, à l’aide du Calcul des résidus, on 
pourra obtenir immédiatement l’intégrale donnée par M. de Saint- 
Venant, et l’intégrale du même genre relative au cas où G est fac- 
teur de r-, c’est ce que je me propose d’expliquer dans un prochain 
article. 


535. 

Calcul intéghal. — Rapport sur un Mémoire, de M. Maiue, 
relatif aux périodes des intégrales. 

C. K.. T. X.XXVIII, p. 821 (8 mai iSfi^). 

L’Académie nous a chargés, M. Sturm et moi, d’examiner un Mé- 
moire de M. Marie, relatif aux périodes des intégrales simples et 
doubles. Les intégrales simples considérées par l’auteur sont colles 
qui peuvent être présentées sous la forme 

J y Dsxds, 

s désignant un arc de courbe, et x, y des fonctions réelles ou imagi- 
naires de V, liées entre elles par une équation caractéristique, algé- 
brique ou transcendante, 

(>) l{x,y)—o. 

Considérons spécialement le cas où l’équation caractéristique est 
algébrique et de forme réelle; alors, pour chaque valeur réelle de. x, 
l’équation (i), résolue par rapport à y, fournira une ou plusieurs 
valeurs réelles ou imaginaires, par conséquent de la forme 


ou de la forme 


y — U 


y = e H- (A’i, 



EXTRAIT N« 535. 


lis 

U, ç, w étant des fonctions réelles de x. Cela posé, concevons que, la 
variable x représentant une abscisse, on construise : i° la courbe 
dont l’ordonnée serait représentée par la fonction u; 2° la courbe dont 
l’ordonnée serait représentée par la somme e 4- w, les axes coordonnés 
étant ou rectangulaires ou obliques. Ces deux courbes seront celles 
que M. Blarie nomme la courbe réelle et la conjuguée de la courbe 
réelle. Si, avant de résoudre l’équation (i), on opère une transfor- 
mation de coordonnées, en assignant une direction nouvelle à l’axe 
des 7, on substituera ainsi aux variables a;, 7 deux nouvelles variables 
y,n offriront toutes deux, pour une valeur réelle de x et pour 
une valeur imaginaire de y, des valeurs correspondantes imaginaires 
dans lesquelles le rapport entre les coefficients de i sera constant, 
lléciproquement, si l’on attribue à a?, une valeur réelle, et à j, une 
valeur imaginaire qui satisfasse avec æ, à l’équation caractéristique 
transformée, les valeurs correspondantes de ,r, 7 seront généralement 
imaginaires; mais le rapport entre le coefficient de i dans ces diverses 
valeurs sera constant. De cotte observation il résulte qu’à une même 
courbe réelle, représentée par l’équation (i), correspondent, en 
nombre infini, des courbes conjuguées dont chacune a pour coordon- 
nées variables des valeurs réelles de x,y quo l’on obtient, en rempla- 
çant i par I, dans des valeurs imaginaires de x, 7 assujetties à la 
double condition de vérifier l’équation (i), et d’offrir pour coeffi- 
cients de i des quantités dont le rapport demeure constant. 

Les courbes conjuguées, définies comme on vient de le dire. 
Jouissent de propriétés remarquables, qui sont exposées et démon- 
trées dans le Mémoire de M. Marie. Citons-en quelques-unes. 

Chacune des courbes conjuguées est généralement tangente à la 
courbe réelle aux points où elle la rencontre; par suite, la courbe 
réelle est une enveloppe des diverses conjuguées. 

Si une des conjuguées présente un anneau fermé, si d’ailleurs on 
nomme S l’aire comprise dans cet anneau, et s l’arc décrit sur le péri- 
mètre de cet anneau par un point qui se meut avec un mouvement de 
rotation direct autour de l’aire S, le produit de cette aire par i sera 
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généralement la valeur de l’intégrale 



sX ds, 


e étant le périmètre entier de l’aire S, ou ce qu’on peut nommer la 
période imaginaire de l’intégrale 


Ç y T>s^ ûtî. 

Si l’on fait varier, par degrés insensibles, la forme d’un anneau 
fermé, appartenant à une courbe conjuguée, en faisant varier l’incli- 
naison de l’axe des y, l’aire 5 comprise dans cet anneau restera ordi- 
naii’ement invariable. Cette dernière proposition, dont la démonstra- 
tion se déduit d’un théorème donné par l’un de nous et relatif aux 
intégrales curvilignes, suppose toutefois que, l’axe des y venant à 
changer de direction par degrés insensibles, la valeur de y tirée de 
l’équation (i) n’atteint pas une valeur pour laquelle la dérivée de 
f(a:, y) relative à j s’évanouisse avec î{x,y). 

Dans la dernière partie de son Mémoire, M. Marie considère non 
plus une fonction de j de æ déterminée par la fonction (i), mais une 
fonction s de deux variables x, y, déterminée par une équation carac- 
téristique de la forme 


A des valeurs réelles de a?, / correspondent, en vertu de cette équa- 
tion, des valeurs de z réelles ou imaginaires, par conséquent de la 
forme 

Z U 


ou de la forme 


5 = 4 - (vi. 


n, V, w étant des fonctions réelles de x, y, z. Cela posé, concevons 
que les variables x, y représentant deux coordonnées réelles, on 
construise : la surface courbe dont l’ordonnée serait représentée 

par la fonction u; 2 “ la surface courbe dont l’ordonnée serait repré- 
sentée par la somme p -t- m, les axes coordonnés étant ou rectangu- 
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laires ou obliques. Ces deux surfaces seront celles que M. Marie 
nomme la surface réelle et la conjuguée de la surface réelle. Si, avant de 
résoudre l’équation caractéristique, on opère une transformation de 
coordonnées, en assignant une direction nouvelle à l’axe des i;, on 
substituera ainsi aux variables x, y, z. trois nouvelles variables 
r,, qui offriront toutes trois, pour des valeurs réelles de x, y et 
pour une valeur imaginaire de des valeurs correspondantes ima- 
ginaires, dans lesquelles les rapports entre les coefficients de i seront 
constants. Réciproquement, si l’on attribue à a?,, 7, des valeurs réelles, 
et à 3, une valeur imaginaire qui satisfasse, avec x^, 7,, à l’équation 
caractéristique transformée, les valeurs correspondantes de x, 7, s 
seront généralement imaginaires, mais les rapports entre les coeffi- 
cients de i dans ces dernières valeurs seront constants. De cette 
observation il résulte qu’à une même surface réelle correspondent, en 
nombre infini, l\.e'i, surfaces conjuguées, dont chacune a pour coordon- 
nées variables des valeurs réelles de x,y, z que l’on obtient en rem- 
plaçant i par I, dans des valeurs imaginaires do x, 7, ^ assujetties à 
ta double condition de vérifier l’équation caractéristique et d’offrir 
pour coefficients de i des quantités dont les rapports demeurent con- 
stants. 

Les surfaces conjuguées, définies comme on vient de le dire, 
jouissent de propriétés remarquables, analogues h celles des courbes 
conjuguées. Ainsi, en particulier, comme l’observe M. Marie, lors- 
qu’une surface conjuguée est fermée et limitée en tous sens, le 
volume V compris dans cette surface et représenté par une intégrale 
double reste généralement invariable, tandis que l’on fait varier par 
degrés insensibles, ou entre des limites quelconques, ou du moins 
entre certaines limites, l’inclinaison de l’axe des z sur l’axe des x ou 
sur l’axe des 7. D’ailleurs, le produit de ce volume V par i est ce 
qu’on peut nommer la période imaginaire d’une certaine intégrale 
double. 

En résumé, les Commissaires jugent que le Mémoire de M. Marie 
présente, sur les périodes des intégrales simples et doubles, des 
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recherches intéressantes qui ont conduit l’auteur à des résultats nou- 
veaux, et qu’en conséquence ce Mémoire mérite d’être approuvé par 
l’Académie. 


536 . 

Axalyse mathématique. — Sur la transformation des fonctions implicites 
en moyennes isotropiques, et sur leurs développements en séries trigb- 
nométriques. 

C. R., T. XXXVIII, p. 910 (aa mai i854). 

J’appelle série trigonométnque une série ordonnée suivant les puis- 
sances entières, ascendantes et descendantes d’une exponentielle 
trigonométrique. Dans le développement d’une fonction implicite on 
une série de cette espèce, le coefficient d’une puissance entière de 
l’exponentielle peut être souvent exprimé par une intégrale définie, 
dans laquelle on trouve, sous le signe J, une fonction non plus im- 
plicite, mais explicite, d’une autre exponentielle trigonométrique, ou 
même par la moyenne isotropique entre les diverses valeurs d’une 
fonction qui dépend de l’argument d’une variable substituée à la nou- 
velle exponentielle, mais douée d’un module inférieur ou supérieur à 
l’unité. J’indique dans le présent Mémoire un moyen très simple 
d’obtenir le développement dont il s’agit, en le déduisant de la trans- 
formation de la fonction implicite donnée en une moyenne isoti'o- 
pique de même nature que celles qui expriment les divers coeffi- 
cients. Cette transformation permet d’ailleurs non seulement de 
déterminer sans peine les deux modules de la série qui représente le 
développement, mais encore de réduire, dans beaucoup de cas, 
chaque coefficient au résidu intégral d’une certaine fonction ration- 
nelle. On trouve ainsi, par exemple, avec la plus grande facilité, et 
sous une forme très simple, les divers termes du développement 
d’une fonction rationnelle des sinus et cosinus de l’anomalie excen- 
trique d’une planète en une série ordonnée suivant les puissances 
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entières de l’exponentielle trigonométrique qui a pour argument 
l’anomalie moyenne, et les deux modules, ordinairement égaux entre 
eux, de la série qui représente ce même développement. 

Analyse. 

Supposons deux angles ô et liés entre eux par une équation algé- 
brique ou transcendante, en vertu de laquelle l’angle soit une 
fonction implicite de 0. Si l’on pose 

l’élimination de 0 et réduira l’équation donnée à une équation 
caractéristique entre tes variables u et s, en vertu de laquelle u sera 
une fonction implicite de s. 

Concevons maintenant que, en vertu de l’équation donnée, et 6 
se réduisent simultanément à un multiple quelconque de la demi-cir- 
conférence TT. Soit encore 

i2 = F(«) 

une fonction rnonodrome et monogène de la variable «. Si l’équation 
caractéristique entre les variables s, u a. pour premier membre une 
fonction rnonodrome et monogène de chacune de ces variables, ü en- 
visagé comme fonction de s pourra être généralement transformé en 
une moyenne isotropique relative à l’argument moyen de deux va- 
riables nouvelles e, w, dont u sera considéré comme représentant 
uiK! valeur particulière, mais dont les modules seront, le premier 
inférieur, le second supérieur à l’unité. D’ailleurs cette moyenne 
isotropique sera généralement développable en une série ordonnée 
suivant les puissances entières ascendantes et descendantes de s, et 
dans le développement ainsi obtenu Iq coefficient de s" sera lui- 
même une moyenne isotropique que l’on pourra supposer relative a 
l’argument ip de la moyenne u. Enfin l’on pourra ordmairement déter- 
miner avec une grande facilité le coefficient O à 1 aide du Calcul des 
résidus, et les deux modules de la série qui représente le développe- 
ment de Q à l’aide de l’équation caractéristique. En effet, chacun de 
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ces deux modules sera généralement inverse d’un volume de s, qui 
vérifiera l’équation caractéristique, jointe à cette équation différen- 
tiée par rapport à u. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’équation caractéristique 
entre J et M soit de la forme 
(,) 5=f(^0, 

t\u) étant une fonction monodrome et monogène de u. Nommons 
d’ailleurs ç l’argument commun de deux variables e, w, dont les 
modules soient, le premier inférieur, le second supérieur à l’unité, 
et posons 

(2) F=f(.0, 

Enfin, concevons que, le module de ^ venant à croître ou à décroître 
à partir de l’unité, on puisse en dire autant du module de u. En dési- 
gnant à l’aide de la lettre OTt une moyenne isotropique relative à l’ar- 
gument commun ç de e et de w, on aura, pour des modules de e et w 
très voisins de l’unité. 


(3) -h31u[^D.F], 

puis on en conclura 

« — eo 

( 4 ) ^ ^ 

n = — « 

la valeur de 0 étant 
(5) 

et la moyenne isotropique étant relative à l’argument ({/ de la variable u. 
Si d’ailleurs s et F(m) peuvent être considérées comme des fonctions 
rationnelles de u, composées d’un nombre fini ou même infini de 
termes, l’équation (5) pourra encore s’écrire comme il suit : 
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Pour montrer une application des formules précédentes, suppo- 
sons que l’angle 6 se réduise à l’anomalie moyenne T d’une planète, 
et que l’angle tj/ désigne l’anomalie excentrique liée à l’anomalie 
moyenne par l’équation 

(7) ij; sinip = T, 

dans laquelle £ est l’excentricité de l’orbite. Dans ce cas, l’élimina- 
tion de 4^ et r entre l’équation (7) et les deux suivantes 

produira l’équation caractéristique 



et l’on aura par suite, dans la formule (3), 

P — (. (i" 2 ('’■ ■'), w = e~ ^ ^ . 

Alors aussi l’équation (4) donnera 


n zz oo 
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537. 

Analyse mathématique. — Formulés gensrulés pour lu trunsjormution 
des fonctions implicites en Jonctions explicites. 

C. R., T. XXXVIII, p. 945 ( 2 g mai i854 ). 

La solution d’un grand nombre de problèmes exige la transforma- 
tion de fonctions implicites d’une ou de plusieurs variables en fonc- 
tions explicites. C’est ainsi que, pour résoudre les problèmes astro- 
nomiques, on doit d’abord transformer la fonction perturbatrice en 
une fonction explicite du temps; mais cette opération et les transfor- 
mations de même nature, effectuées à l’aide des méthodes connues, 
substituent généralement aux fonctions données des séries compo- 
sées d’un nombre infini de termes; et ce n’est qu’avec peine que l’on 
parvient soit à démontrer la convergence de ces séries, soit à déter- 
miner leurs modules et les valeurs approchées des termes de rang 
élevé. Or ces démonstrations et ces déterminations deviennent faciles, 
lorsque, en s’appuyant sur les formules générales que j’ai proposées 
en i83i (') et en 1846 (^), on commence par transformer les fonc- 
tions implicites en intégrales curvilignes étendues aux périmètres 
entiers de certaines courbes fermées. Ces intégrales, une fois obte- 
nues, on peut les développer en séries de diverses manières. Il y a 
plus : les courbes fermées auxquelles se rapportent les intégrales 
curvilignes peuvent, au gré du calculateur, s’étendre ou se rétrécir, 
du moins entre certaines limites, ce qui permet d’assigner à ces inté- 
grales une infinité de formes diverses. En opérant comme on vient de 
le dire, on pourra transformer, par exemple, une fonction implicite 
en une somme d’intégrales, dont les unes étant circulaires, c’est- 
à-dire étendues aux circonférences de certains cercles, se réduiront 
à des moyennes isotropiques; tandis que les autres, réduites à des 

(1) Œuvres de Cauchy, S. II, T. XV. 

(2) Ibid., S. I, T. X. 



EXTRAIT N” 537. 


153 


intégrales singulières du premier ou du second ordre, pourront 
être, dans le premier cas, représentées par des résidus d’une mèm(' 
fonction. 

Concevons, pour fixer les idées, que deux variables v et û soient 
représentées par deux fonctions explicites d’une troisième variable u, 
et que ces deux fonctions restent monodromes et monogènes entre des 
limites quelconques. O sera une fonction implicite de la variable et, 
après avoir transformé cette fonction implicite 12, ou une puissance 
({uelconque de £2, en une fonction explicite de s, représentée par 
une somme d’intégrales définies, on pourra aisément développer cette 
somme en une série ordonnée suivant les puissances entières, ascen- 
dantes et descendantes de s. Pour y parvenir, il suffira de développer 
en une progression géométrique ordonnée ou suivant les puissances 
ascendantes, ou suivant les puissances descendantes de s, l’un des 
facteurs renfermés sous le signe J dans chacune des intégrales que 
comprend la somme dont il s’agit; ou bien, sous le signe Oit., ou , 
dans les moyennes isotropiques, ou dans les résidus substitués à ces 
intégrales. Chacun des deux modules d’une série ainsi obtenue sera 
généralement inverse du module d’une valeur imaginaire de s, pour 
laquelle l’un des facteurs renfermés sous le signe , ou OlL, ou ^ 
deviendra infini. D’ailleurs, ces modules étant déterminés, il de- 
viendra facile de calculer avec une grande approximation, dans le 
développement de chaque intégrale, le coelficient d’une puissance 
très élevée de s ou de et, pour effectuer ce calcul, il suffira de 
recourir aux considérations dont j’ai fait usage dans mes Mémoires 
sur les approximations des fonctions de très grands nombres. 

Dans un prochain article, j’appliquerai spécialement les formules 
générales ici établies à la solution des problèmes astronomiques, et 
j’obtiendrai ainsi de nouvelles méthodes très expéditives propres à 
fournir, par exemple, le module et l’argument de la grande inégalité 
découverte par M. Le Verrier dans le moyen mouvement de la planète 
Pallas. 


OEuvres (U C. — S. I, t. XII. 
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Analyse. 

Soient s et u deux quantités géométriques qui soient considérées 
comme les affîxes de deux points situés dans un certain plan. Soient 
encore 

U — î{u) et !!(«) 

deux fonctions de u, qui restent monodromes, monogènes et finies, 
clans le voisinage d’un point P dont l’affixe u est déterminée par 
l’équation 

(I) U-S=ro, 

et même dans l’intérieur d’une courbe fermée, servant de contour ii 
une certaine aire S qui renferme le point P. On aura, en supposant 

le résidu qu’indique le signe £, relatif au seul point P compris dans 
l’aire S, 



pourvu que, dans le second membre de la formule, on réduise la 
valeur de u à celle qui représente l’affîxe du point P; et, si l’on veut 
que ce second membre soit une certaine fonction 

( 3 ) Q^F{u) 

de cette même allixc, qui reste monodrome, monogène et finie dans 
le voisinage du point P, il suffira de prendre 

Sous cette condition, l’équation (2) donnera 

«> 

Soit maintenant en Tare décrit à partir d’une origine fixe sur le 
contour entier de i’aire S, par un point qui se meut en tournant 
autour de cette aire avec un mouvement de rotation direct; nom- 
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mons c le contour entier de cette aire, et posons, pour abréger, 

(5) 

On aura, en regardant, sous le signe J", u comme fonction de co, 

(6) ^{^(u)]„-= ^ Ç .f(«) Dw» 

J a 

Donc la formule (4) entraînera la suivante : 

(7) 

Chacune de ces équations (4), (7) transforme immédiatement, en 
fonction explicite de la variable s, la fonction implicite de .s-, déter- 
minée par le système des équations (i) et (3). 

Si, en nommant ^(w) une fonction de ii qui reste monodrome, 
monogène et finie dans le voisinage du contour do l’aire S, on pose 
généralement 

( 8 ) 

ou, en d’autres termes, si l’on désigne, à l’aide de la notation (S), 
l’intégrale curviligne 

(9) 

étendue au contour entier dé l’aire S, la formule (7) donnera sim- 
plement 

(10) £2=(S), 

la fonction §{u) étant déterminée par l’équation (5). 

Si le contour de l’aire S se réduisait à un cercle dont le rayon fût r, 
alors, en posant 



on aurait 

Il — rl.n — r î // 
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et l’intégrale (9) serait réduite à 



la moyenne isotropique indiquée par le signe Oit étant relative à l’ar- 
gument de U. Donc alors l’équation (7) donnerait 

Considérons maintenant deux courbes fermées dont l’une enve- 
loppe l’autre, le point P étant situé entre elles. Soient d’ailleurs A 
Paire comprise dans la courbe enveloppée, B Paire comprise dans la 
courbe enveloppante, etc, w les affixes variables des points situés sur 
ces deux courbes; enfin, partageons Paire B — • A comprise entre les 
deux courbes en éléments finis S, S,, S„, . . . , dont l’un soit précisé- 
ment Paire S, et supposons que la fonction #(«) demeure mono- 
drome, monogène et finie dans le voisinage des points situés sur les 
deux courbes et sur les contours des éléments S, S,, En dési- 

gnant, à l’aide des notations 

(A), (B), (S,), (SJ, ..., 

les valeurs qu’acquiert l’intégrale (S) quand on substitue à Paire S 
les aires 

A, B, S„ S,„ ..., 

on aura 

(B) = (A)-i-(S)-i-(S,)-t-{S„ 

par conséquent 

D2) (S) = (B)-(A)-(S,)-(SJ-.... 

Si la fonction ÿ(a) reste monodrome, monogène et finie en chaque 
point de chacune des aires 

S,, s,„ ..., 

les intégrales curvilignes 


(S,). (S„), ... 
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s’évanouiront, et la formule (12) donnera simplement 

(13) (S) = (B)-(A). 

Si d’ailleurs les aires A, B se réduisent à deux cercles dont les rayons 
soient r, R, alors, les contours de ces deux aires étant deux circonfé- 
rences de cercle, les affixes e, w de deux points de ces circonférences 
situés sur un même rayon vecteur, par conséquent de deux points 
correspondants au même argument ou angle polaire ©, seront de la 
forme 

(> =: re'^\ w = /îe^', 

et l’on aura 

( A ) =r 311. [('.#((.)] , ( B ) D1L [ ,.v #( <t- )] , 

en sorte que la formule (i 3 ) donnera 

( 1 4 ) ( S ) = 311L [ w§{w)-] — OTu [ (.- éf ( (.)]. 

Observons maintenant que la valeur de l’intégrale (S) restera inva- 
riable, si la courbe fermée qui lui sert de contour varie et change de 
forme par degrés insensibles, sans que la fonction îf(u) cesse d’être 
monodrome, monogène et finie en chaque point de cotte courbe. La 
même remarque est applicable à chacune des intégrales 

(S,), (S„), .... 

Gela posé, concevons que la fonction ^(u) reste généralement 
monodrome, monogène et finie en chaque point de chacune des 
aires S,, ... et ne cesse de l’être que pour certains points sin- 

guliers, séparés les uns des autres, ou pour les points situés sur 
certaines lignes singulières. Supposons encore les aires finies 

S,, S^, . . . , 

qui représentent les éléments finis de l’aire 

B - A - S, 

choisis de manière que chacune d’elles renferme ou un seul point 
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singulier ou une seule ligne singulière. On pourra, sans altérer les 
valeurs des intégrales 

(S,), (S„), 


réduire les aires finies 
à des aires 


S,, S„, 
a, b, 


dont chacune offrira une ou deux dimensions infiniment petites, et 
alors les intégrales 

(S,), (S„), ... 

SC trouveront réduites aux intégrales 

(a), (b), ..., 

dont chacune sera une intégrale singulière du premier ordre dans le 
premier cas, du second ordre dans le second cas. Alors aussi la for- 
mule ( 12 ) donnera 

('5) ■ (S) = (B)-(A)-(a)-{b)-.... 

bi d ailleurs 1 aire B — A — S ne renferme pas de lignes singulières, 
mais seulement des points singuliers, les intégrales singulières (a), 
(b), ... seront toutes du premier ordre, et leur somme 

( a ) -t- ( b ) -h . . . 

se réduira au résidu intégral 

(«))«, 

étendu aux diverses valeurs de u, qui, étant racines de l’équation 

ï 

-7 zzz O, 

^{U) 

représenteront des afîixes de points situés dans Faire B — A — S. 
Dans cette même hypothèse, l’équation 


( a ) 4- ( b ) -t- . . . = ^ (.f ( « )) 
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réduira la formule (i 5 ) à la suivante : 

(rô) (S) = (B)-(A)-^(?(«)]«- 

Revenons maintenant au cas spécial où la fonction S(u) est déter- 
minée par la formule ( 5 ), et supposons les contours des aires A, R 
choisis de manière que l’aire B — A comprise entre ces contours ren- 
ferme un seul point P dont l’affixe u vérifie l’équation (r). Alors de 
l’équation (lo), jointe à la formule (i 5 ), on tirera 

(17) î 2 ::=(B)_(A)-(a)-(b)-.... 

Cette dernière équation suppose que les deux fonctions 

U—Î{u) et £i! = F(w) 

restent généralement monodromes, monogènes et finies en chaque 
point de l’aire 

B - A - S, 

et ne cessent de l’être que pour quelques-uns do ces points, savoir 
pour certains points singuliers, ou pour ceux qui sont situés sur 
certaines lignes singulières. Si l’aire B — A— S ne renferme pas de 
lignes singulières, la formule (17) sera réduite à 

(18) £ 2 ,^(B)-(A)-^( 5 ?(«)),„ 

le signe ^ s’étendant seulement à des valeurs de a qui représenteront 
les aflixes des points renfermés dans l’aire B — A — S; et, si cette aire 
ne renferme pas de lignes singulières, ni de points singuliers, on aura 
simplement 

( 19 ) 1Î==(B)-(A). 

Enfin, si, dans la dernière hypothèse, les aires A et B sont celles de 
deux cercles qui aient pour centre l’origine des coordonnées, on 
aura, en nommant e, w les alBxes de points situés sur les circonfé- 
rences de ces deux cercles, 

= 31L [.f ( w)] — ait [# ( (> )] ; 


(20) 
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et comme, en posant, pour abréger, 

F=f(<0, IF=f((T0, 


on trouvera 


#(e) = K cf («>) = JK 


l’équation ( 20 .) donnera 

On sera donc ainsi ramené a réqi|ialion (3) de la page i5o. 


538. 

Analyse mathématique, — Application des formules établies dans 
le précèdent Mémoire à la solution des problèmes astronomiques. 

G. R., T. XXXVIII, p. 902 (29 mai i854). 

Les résultats obtenus dans ce Mémoire seront exposés dans un pro- 
cliain article. 


539. 

Ax.uA’se MATHÉJiATiQUE. — Sui' la transformation des variables qui déter- 
minent les mouvements d’une planète ou même d’une comète en 
fonction explicite du temps, et sur le développement de ces fonctions 
en séries convergentes. 

C. R., T. XXXVin, p. 990 (5 juin i854).^ 

Les formules établies dans le précédent Mémoire transforment des 
fonctions implicites en fonctions explicites représentées par des inté- 
grales curvilignes; et, pour développer ces intégrales en séries con- 
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vergentes ordonnées suivant les puissances entières ascendantes et 
descendantes des variables, il suffit de développer un des facteurs 
compris dans chaque intégrale en progression géométrique. D’ail- 
leurs, les courbes auxquelles se rapportent les intégrales curvilignes 
peuvent changer de forme, par conséquent s’étendre ou se rétrécir du 
moins entre certaines limites; et, en choisissant convenablement les 
formes de ces courbes, on peut déterminer avec une grande facilité 
non seulement les deux modules, ordinairement égaux entre eux, de 
chacune des séries obtenues, mais encore des valeurs très approchées 
des termes d’un rang élevé. Parmi les résultats importants auxquels 
on parvient de cette manière, je me bornerai aujourd’hui à citer ceux 
qui sont relatifs à l’Astronomie. 

Comme l’a l’emarqué M. Le Verrier, les séries qui se présentent au 
calculateur dans la détermination des mouvements d’une planète, 
doivent, pour demeurer convergentes, lorsque l’inclinaison et l’ex- 
centricité ne sont pas très petites, s’ordonner non plus suivant les 
puissances entières de ces éléments, mais suivant les sinus et cosinus 
des multiples de l’anomfilie moyenne. Alors les séries peuvent encore 
être supposées ordonnées suivant les puissances entières ascendantes 
et descendantes de l’exponentielle trigonométrique s qui a pour argu- 
ment cette anomalie moyenne. Or, en s’appuyant sur les formules que 
j’ai données dans le précédent Mémoire, on peut aisément développer 
en une semblable série une fonction rationnelle et même souvent une 
fonction irrationnelle de l’exponentielle trigonométrique u qui a pour 
argument l’anomalie excentrique. Considérons, pour fixer les idées, 
le cas où la fonction développée O est une fonction entière de u et 

de alors, en égalant la sécante de l’anomalie excentrique à l’excen- 
tricité, on obtiendra pour cette anomalie une infinité de valeurs ima- 
ginaires auxquelles correspondront seulement deux valeurs, toutes 
deux réelles, de la variable s, et la plus petite de ces deux valeurs 
sera précisément la valeur commune des deux modules du dévelop- 
pement de ù. De plus, le module du terme sera sensiblement 

OF-mres de C. — S. I, f. XII. 21 
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proportionnel, lorsque n sera très grand, à la puissance du 

module divisée par la racine carrée de n. 

Ces conclusions subsistent et permettent d’efTectuer aisément les 
calculs, quelle que soit la grandeur de l’excentricité, pourvu qu’elle 
reste sensiblement inférieure à l’unité; elles permettent donc d’éta- 
blir encore avec facilité la théorie des petites planètes. Lorsque l’ex- 
centricité se réduit à l’unité, le module de chaque série étant lui- 
même l’unité, l’inspection de ce module ne suffit plus à constater 
la convergence de la série. Mais alors, en suivant la méthode ici 
exposée, j’obtiens encore une valeur très approchée du terme dont 
le rang est et, en supposant, pour fixer les idées, la fonction D 
réduite au sinus de l’anomalie excentrique, je prouve que, pour de 
grandes valeurs de n, le module de ce terme est sensiblement pro- 
portionnel à l’unité divisée par n et par la racine cubique de n. 
Ajoutons que, dans la valeur approchée de ce module, l’intégrahï 
eulérienne = se trouve remplacée par une autre inté- 
grale eulérienne de même espèce, savoir, par qui se trouve' 

ainsi substituée à la première, quand on passe de la théorie dos pla- 
nètes à la théorie des comètes. 

Lorsque l’excentricité diffère très peu de l’unité, la méthode exposée' 
est encore applicable et permet de trouver aisément les développe- 
ments en séries avec les valeurs très approchées des termes de rang 
élevé. Elle permet donc d’établir directement, dans un grand nomhre 
de cas, et sans recourir aux quadratures, la théorie des comètes pério- 
diques. Ce résultat paraîtra sans doute digne de quelque attention. 

3’observerai, en finissant, que les calculs se simplifient lorsqu’on 
détermine la position d’un, point situé dans le plan des affixes, non 
plus à l’aide de l’affixe de ce point, ou, ce qui revient au même, à 
l’aide d’un rayon vecteur et d’un angle polaire, mais à l’aide du loga- 
rithme de l’affixe ou, ce qui revient au même, à l’aide de l’angle 
polaire et du logarithme du rayon vecteur, et lorsqu’on prend pour 
variables indépendantes ces deux dernières quantités. 
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J’observerai aussi que les formules obtenues dans le cas où l’excen- 
Iricité se réduit à l’unité résolvent le problème relatif aux projec- 
tions bomolograpliiques de M. Babinet, savoir le problème qui con- 
siste à couper la sphère par des plans parallèles à l’équateur et un 
méridien par des droites parallèles à la trace de l’équateur, de telle 
sorte que les zones interceptées sur le méridien soient proportion- 
nelles aux zones interceptées sur la surface de la sphère. Soient alors 
X la latitude d’un des points de la sphère situés sur l’un des plans 
sécants, et distance au pôle du point où le méridien est coupé 

par la sécante correspondante à ce plan. Le rapport de la zone sphé- 
rique à la surface de la sphère sera 

- sinX, 

2 

et le rapport de la zone plane, interceptée entre la sécante et la sur- 
face du méridien, sera 

1 cj; — sint]; 

2 271 ■ 

Pour que ces deux rapports soient égaux, il faudra que l’on ait 
11) — sinij^ = T", 

la valeur de T étant 

T — ir(i — sinA). 

Or la valeur de tirée de l’équation (i), sera 

= Al sin r-H Aj sin 2 7’-)- As sin3 T'-i- A4 sin47’-l-. . . 

nzz 00 

= A 4 sin n T, 

— 00 

les valeurs de A, , Aj, A3, A.,, . . . étant 

Al 0 , 880 10, Aj — - 0 , 35284 , As 0 , 2o6o4, A4 — O, i4o55, . ■ * , 






en d’autres termes, on aura 
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les valeurs de a,, a^, as, a^, ... étant 


ai=r 0,88010, 82=0,88910,. 83=0,89148, 84=0,89244, 

et convergeant, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite 



0,89461. 


540 . 

Astronomie. — Sur les services que la spirale logarithmique 
peut rendre à l’ Astronomie. 

C. R., T. XXXVm, p. 1033 (12 juin i 854 ). 

Lorsque les géomètres grecs se livraient à l’étude spéculative des 
sections coniques, ils ne se doutaient guère qu’un jour Kepler et ses 
successeurs reconnaîtraient l’ellipse et la parabole dans les orbites 
décrites par les planètes et par les comètes. Lorsqu’en passant des 
sections coniques aux courbes transcendantes et des courbes fer- 
mées aux courbes non fermées Jacques Bernoulli découvrait les 
belles propriétés de la spirale logarithmique, il ne se doutait pas 
non plus des services éminents que cette spirale pouvait rendre 
aux astronomes, en facilitant la détermination de ces orbites : tel 
est pourtant le fait étrange que je viens constater aujourd’hui. 

Si, en considérant le mouvement elliptique d’une planète, on 
nomme s et « les exponentielles trigonométriques qui ont pour argu- 
ments l’anomalie moyenne et l’anomalie excentrique, une fonction 
entière û de « et de pourra toujours être développée en une série 
convergente ordonnée suivant les puissances entières ascendantes et 
descendantes de la variable s. D’ailleurs, comme je l’ai dit, les deux 
modules de cette série, égaux entre eux, se confondront avec la plus 



EXTRAIT N» 540. 


165 


petite des deux valeurs qu’acquiert la variable s quand on égale la 
sécante de l’anomalie excentrique à l’excentricité; et le coefficient 
d’une puissance entière de s dans la même série pourra être repré- 
senté par une intégrale curviligne relative à une courbe fermée qui 
aura pour affixe la variable u et qui enveloppera de toutes parts, dans 
le plan des affixes, le point pris pour origine. La courbe à laquelle 
correspond la forme généralement attribuée à cette intégrale est celle 
qui se rapporte au module i de l’affixe u, c’est-à-dire la circonférence 
du cercle qui a pour centre l’origine, autrement appelée pôle et pour 
rayon l’unité. Mais, en nommant rj la plus petite des valeurs qu’ac- 
quiert la variable u, quand on égale l’anomalie excentrique à l’excen- 
tricité, et en désignant paru un nombre très considérable, on pourra, 
dans la détermination du coefficient qui affecte la puissance du degré 
— n, ou du degré n, substituer avec avantage à la circonférence dont 

il s’agit celle qui a pour rayon vj ou ~ Alors le coefficient de s'‘ 

et le coefficient de se trouveront représentés par de nouvelles 
intégrales curvilignes, qui sc développeront sans peine en séries très 
convergentes, dont il suffira de calculer quelques termes pour obtenir 
des valeurs très approchées de et de £2_a. 

Si l’on considère, au lieu d’une planète qui décrive une ellipse, 
une comète qui décrive une parabole, ou bien encore s’il s’agit de 
résoudre le problème relatif aux projections homolographiques, le 
module ï] de la série, qui représente le développement de la fonc- 
tion O, deviendra équivalent à l’unité. Alors aussi les développe- 
ments de £2« et de en séries changeront de forme ; et, pour obtenir, 
avec une grande facilité, les nouveaux développements, il conviendra 
de faire correspondre les intégrales curvilignes qui les représente- 
ront non plus à deux circonférences de cercles, mais à deux courbes 
formées chacune par la réunion de deux portions de spirales loga- 
rithmiques. Concevons, pour fixer les idées, que l’on cherche le coef- 
ficient de la puissance de s du degré n. Ce qu’il y aura de mieux à 
faire, ce sera de consti’uire deux spirales logarithmiques qui partent 
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simultanément du point situé sur l’axe polaire à la distance i du pôle, 
en formant avec cet axe un angle égal aux deux tiers d un angle 
droit et qui s’arrêtent au moment où elles rencontreront pour la 
première fois le prolongement de l’axe polaire. Le système de ces 
deux spirales composera une sorte de courbe fermée en forme de 
cœur, et l’intégrale curviligne correspondante à cette courbe pourra 
être aisément développée en une série qui deviendra très convergente 
pour de très grandes valeurs de n. Ce qui paraîtra, sans doute, digne 
de remarque, c’est que le nouveau développement, réduit à ses deux 
premiers termes, pourra fournir une valeur très approchée du coeffi- 
cient ü„, non seulement pour de très grandes valeurs de n, mais 
encore pour des valeurs de n peu considérables; par exemple pour 
rt = 2 , et même pour n — \. Supposons, en particulier, que l’on 
veuille déterminer le sinus de l’anomalie excentrique d’une comète 
ou bien encore résoudre le problème énoncé dans la séance précé- 
dente et relatif aux projections homolographiques. Alors les valeurs 
de ùn, seront égales aux signes près, et, si l’on réduit le dévelop- 
pement du coefficient à ses deux premiers termes, l’erreur com- 
mise sur le nombre qui exprimera le module de ce coefficient sera 
d’environ un cent-millième pour n = 4; elle restera inférieure à un 
dix-millième pourn = 2 , et à un quart de millième pour n = i. 

Une spirale logarithmique se change en une circonférence de 
cercle quand le rayon vecteur, mené du pôle à un point de cette 
spirale, la coupe à angle droit. On peut donc dire que, pour faciliter 
dans le développement de O la détermination des coefficients £2„ 
et 0_„, il convient de représenter ces coefficients par des intégrales 
curvilignes, dont chacune corresponde au système de deux spirales 
logarithmiques, tracées de manière à former, avec l’axe polaire, un 
angle qui se réduit pour les planètes à un angle droit, et pour les 
comètes aux deux tiers d’un droit. 
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541 . 

Analyse mathématique. — Sur la résolution des équations et sur 
le développement de leurs racines en séries convergentes. 

C. R., T. XXXVIII, p. iio 4 (26 juin i854). 

Les formules que j’ai données, dans les précédentes séances, pour 
la transformation des fonctions implicites en fonctions explicites, 
permettent de résoudre aisément, dans un grand nombre de cas, des 
équations algébriques ou même transcendantes; mais, pour déduire 
de ces formules tous les résultats qu’elles peuvent fournir, il con- 
vient do joindre aux principes déjà établis quelques propositions qui 
paraissent dignes de remarque et que je vais indiquer. 

Concevons, pour fixer les idées, que, X étant, du moins entre cer- 
taines limites, une fonction monodromc et monogène de la variable œ, 
on égale cette fonction X à un certain paramètre t. Concevons, d’ail- 
leurs, que l’on sache résoudre l’équation ainsi obtenue dans le cas où 
le paramètre t s’évanouit; nommons a une racine simple de cette der- 
nière équation, et a la racine correspondante de l’équation donnée. 
Le module de t venant à croître, a sera développable en une série 
c.onv(îrgente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de t, tant 
que la racine a ne cessera pas d’être une racine simple pour un argu- 
ment quelconque de t. La série trouvée deviendra divergente, à partir 
de l’instant où le paramètre t acquerra un module tel, que, pour ce 
module et pour une valeur convenablement choisie de l’argument 
(le t, la racine a cesse d’être simple. Soit 0 le module dont il s’agit. 
Quand le paramètre t offrira un module inférieur à 6, on pourra déve- 
lopper, suivant les puissances entières et ascendantes de t, non seu- 
lement la racine a, mais encore toute fonction monodrome, mono- 
gène et finie de cette racine, par exemple une puissance entière de a; 
et le module de chaque série sera généralement le module du rap- 
port Si le modulé de t devient supérieur à 0, on ne pourra plus 
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développer, suivant les puissances ascendantes de t, ni la racine a, ni 
aucune de celles qui pourront cesser d’être, en même temps qu’elle, 
des racines simples, mais seulement la somme de ces diverses racines 
ou de fonctions semblables de ces racines, par exemple la somme de 
leurs carrés, de leurs cubes, etc.; ce qui permettra, si m est le 
nombre de ces mêmes racines, de faire dépendre leur détermination 
de la résolution d’une équation du degré m. 

Considérons maintenant le cas où, pour une valeur nulle du para- 
mètre t, l’équation donnée offre non plus une seule racine, mais 
m racines égales dont la valeur est a. Alors, d’après ce qui vient 
d’être dit, on pourra faire dépendre la détermination de ces racines 
de la résolution d’une équation' du degré m, dont les coefficients 
seront développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de Z; mais on peut aller plus loin, et je suis 
en effet parvenu à établir les deux propositions suivantes : 

Dans le cas dont il s’agit, on peut encore, pour des valeurs suffi- 
samment petites du module de t, développer chacune des racines qui 
acquièrent la valeur a pour une valeur nulle de t, en une série con- 
vergente ordonnée suivant tes puissances ascendantes de t; seule- 
ment ces puissances ont pour degrés les divers multiples du rap- 
port — • 

^ m. 


Dans le même cas, si, le module de t venant à croître, on nomme ô 
la valeur qu’acquiert ce module au moment où l’une des racines 
développées peut cesser d’être une racine simple, le développement 
de chaque racine sera représenté par une série qui sera convergente 


jusqu’à ce moment, et qui aura pour module le module de 


D’ailleurs, à l’aide des formules établies dans les précédents Mé- 
moires, je détermine sans peine, dans tous les cas, les valeurs appro- 
chées des termes qui occupent dans chaque série un rang très élevé. 

Les diverses valeurs de ô, correspondantes aux diverses valeurs 
de a, sont évidemment les modules des valeurs de t correspondantes 
aux valeurs de x, que fournit non plus l’équation donnée, mais la 
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dérivée de cette équation. Par conséquent les divers nombres am 
quels 6 peut se réduire sont tous connus, quand on sait résoudi 
l’équation dérivée. 

Ajoutons que, au lieu de développer les diverses racines de l’équ 
tion donnée suivant les puissances ascendantes du paramètre t, c 
peut les développer suivant les puissances ascendantes du par 
mètre t — 'z, t étant une valeur particulière de t. On peut ain 
obtenir un grand nombre de solutions diverses d’une même équ 
tion. 

Veut-on, par exemple, résoudre le problème aux Cartes homol 
graphiques de M. Babinet? Alors on pourra déterminer la racine 
de l’équation 

(i) t}' ~ ^ 

non seulement à l’aide de la formule 

simj; = Al sin T’h- Aj sina T’-i- As sin3 T’-h Aj, sin4T’-i- . . . 

; ? e» 

= ^ A«sin/i7; 

les valeurs de A^, A 2 , A.j, A.,, . . . étant 

0,88010..., 0,35284..*, 0,20604..., o,i 4 o 55 ..., 

et la valeur de A,^ étant sensiblement, pour de grandes valeurs de ; 

. 0,89461... o,or 5 oo 

1 — , 

mais encore, à l’aide de la formule 




la valeur de t étant 

t={6T)\ 


ORuuresde C. — SA, t.XTI. 


22 
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ou, ce qui revient au même, à l’aide de la formule 

1 s 7 5,'1+J 

n Ü 

les valeurs de a,, a;j, a^, a.,, a.,, ... étant 

1,81712, 0,1, o,oi 4 ï 5 , 0,00260, o,ooo 54 , 

et la valeur de étant sensiblement, pour de très grandes valeurs 
de n, 

M8o87/_^Y_ 

T \ 2 TT y 


On pourrait aussi développer la racine de l’équation (i) suivant b's 
puissances étendues de tt — r ou, ce qui revient au même, développer 
la racine de l’équation 


( 5 ) 


4' H- sinij' = T 


suivant les puissances ascendantes de T. On trouverait, dans ce der- 
nier cas. 


( 6 ) 


1 ^ ^ 2 _( Z \\ 

2 I 2 \ 2 / 60 \ 2 : / 


J 0080 

“43” 



le coefficient de étant sensiblement, pour de très grandes vab'urs 
impaires du nombre n, 


1,810245 

71^ 


n 


Si, dans la formule (6), on pose 


elle donnera 


T— 


7 t 

V 


^ “ 22^^47' 54^'; 


et cette valeur de substituée dans Téquation (5), reproduira effec- 
tivement le nombre 
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542. 

Lalcui. INTEGRAL . — Sur une formule de M. Anger et sur d’autres formules 

analogues. 

C. R., T. XXXIX, p. 129 (17 juillet 1864 j. 

J’ai reçu de M. Anger, président de la Société des naturalistes à 
Dantzick, une Lettre où l’auteur dit : 

« Occupé depuis longtemps de l’examen des fonctions que les 
astronomes allemands désignent par I, savoir de l’intégrale 

COS {ha — k sina) da — 2 7rï/J, 



j’ai réussi à en tirer un développement en forme de série, frappant 
par sa simplicité. Je ne sais s’il a été donné ailleurs. Je trouve 


k_ _ 
si II 9 h% 


/ 27T 

cos(Aa • 

I 


■ k sina) da ~ i ■ 



k, 


Si h est un nombre entier, on obtient comme corollaire le développe- 
ment connu et donné par Bessel, 




_w_r. 

1.2.3.../; L' 


I 

Il H - J 


2 . 


I .2 {h — H I ) ^ /i -j- 2 ) 


2 , 


En examinant attentivement la formule de M. Anger, j’ai reconnu 
qu’elle était comprise comme cas particulier, avec d’autres du même 
genre, dans quelques formules générales qu’on peut démontrer comme 
il suit. 

On a 


(') 


- 


X 


1 . 2 

x{x -h àx ) . 


. n 

{x H- nAx) 





172 


COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE. 


et l’on en tire : i® en supposant Aa; = i 

(2) 

2” en supposant Aa; = 2, 


A»-=r(-iV‘ - 

a? ^ ’ a;(ir-i-i)...(£C-t-/i)’ 


(3) A'^- 




1 . 2 ... /I 


(a; — n) {x — n + . .{X n — i) {x -i- n) 

D’autre part, on peut, de diverses manières, transformer la foi 
tion - en intégrales dont les différences finies se déterminent ai: 

X ° 

ment. On a, par exemple, 

(4) e-‘=^dt, 

et l’on en conclut, en prenant Aa? == i, 

A’*— = [ (e~‘ — \Ye~“°dl; 

^ J, 

par conséquent 

(5) ^ — .i.. — 

a?(aj -4- i). . .(.a: H- rt) 1.2. ../i 

On a encore 

(6) 


— z= f doL, 

et l’on en conclut, en prenant Lx; = 2, 

1 i 


par conséquent 


( 7 ) 


{x — n) {x — n i) , . .(x n — i) (,37 4- /z) 


= - 

— J / I .2. . ./i 


Soit maintenant f(s) une fonction de s qui reste monodrome, mon 
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gène et finie pour un module de s inférieur à c, et désignons par 
a, , «2, . . . les valeurs de f(s), f^s), f"(3), . . . , correspondantes à une 
valeur nulle de s. En nommant k une constante arbitraire tellement 
choisie, que le module du produit kz reste inférieur à c, on aura 

(8 ) f(/:5) = « 4- « ^ -I- . . . . 

I "1.2 


Par suite, en supposant le module de k inférieur à c, on tirera de la 
formule ( 5 ) 


a, k 


a'{x -h j) {x 2) 


( 9 ) / 

.X 

et de la formule (7) 

(fo) / — i /c sina) r/a rzr X r 

1 

la valeur de X étant 


a} 


— I 


(1 t) A' = rt,, — H- (2, 


■ + «2 - 


a: \x — i){x + l) ' {x — 2) + 2) 

Si, pour abréger, on pose 
( f.).) e*^* f( — i A sina) /I 4- Hi, 

la formule (ro) donnera 

( r*’' 

l I A doi — .rs\n2'K.c, 


(i3) 

par conséquent 
(• 4 ) 


r 


B da^ X[i — cos 2'Kx); 


/■ 


B doL 


f. 


tangTTO:, 


-, 27 C ''''"t) ' 

A da 



1 f - l; I \ IM - I» I r \ II 


f 7 i 

>1 Fnii j*r«‘lî'l 

l.i turuiijlt* Hti ni--inl* à miI* î ir-n i riünîr, 

I H II -U iiMl* -sr illi-!||. îiî I,,- î||,, i î| j , .| , A . lii.H . t IJ - I jr' UiMiî 

»l‘* ^ ^ lîlîrlM'ilî rillHÎi", » « ijUI J., if <jl|.|ln 

.Hit l T r « j î i ,i I ! . . î î i'». i| 

lilTii 

î î 1 . 

I . . . , . . 

I il ' I ./ ■ 

î A < i A ’ i i » ^ • i . . , 

S* ! Hîl '-lijljtosaj f jfïl‘1 l’%rîjM-î|î i t, jr- f!|-i illli' I I rl.illî 'h|î 

ni'ur a rîiiüli'. la lunimir < i \ .I'Hhmtjs! 

? î 

I - > 

par r'H|l'-'i‘j|||rf|| 

i f i i 1 : . J 

<*i I IMI srlMll aiî|*^î faîlirîir a imr iMflniilr 4»* “^Îlfiîî'i^v 
Si 1*1111 jifi'iM! 

I - ^ . 


Fl fiiniililr 1 if» I iliiiifHTa 
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271 

COS [ ax — k sin a) da — Æ sin 2 7zx, 

,27C 

sin {ax — k sin a) da — ■— cos 2 ira:), 

la valeur de X étant 
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(21) 


k 


k^ 


X 


{x — ' (x — 2)x{x-h2) 


La première des équations (20) coïncide avec la formule de 
M. Anger. 

Si l’on divise la seconde des intégrales (20) par la première, on 
trouvera 

I sin ( — k sin a ) da 

( 22 ) =;langT:a’, 

/ — /csina) 

w 

ce que donnerait aussi la formule (i 4 )- Le rapport de ces deux inté- 
grales est donc indépendant de la constante k renfermée dans chacune 
d’elles. 

On pourrait remarquer encore diverses formules que l’on déduit 
des précédentes, en attribuant aux quantités a:, k des valeurs imagi- 
naires. Si, pour fixer les idées, on remplace æ para;! et ^ par Ai, on 
tirera de la formule (7) : 

i‘' Pour des valeurs impaires de n, 


( 23 ) 


/" 


g-a-x sifin £jj : 


I . 2 . 3 . . .rt 


(x^ + i){x^-^Z-)...{x^+n‘^) 




2" Pour des valeurs paires de n, 
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Alors aussi la formule (19) donnera 


( 25 ) / 
*^0 

la valeur de X étant 

T /- 

(26) 


g-ax+fcsina 


A '3 




J) . ^-4-1 ^(^^4-2-) {x- l){x'^ ~\r V“) ’ 

et, comme le produit 

variera dans le rapport de i à quand on changera simultané- 
ment aj en — x et k en — k, on aura encore 


(27) 


X’ 


^-a^-t-Zcsina 


f : 




g— OîX-f-^sînût ^ ^ 


Nous observerons, en finissant, que l’équation (i 4 ) peut être pré- 
sentée sous la forme symbolique 


(28) f e~‘^{\_k(\ — = — k^x) — 


Comme on aura d’ailleurs identiquement 

e-‘=z I — (i — e~‘). 


on trouvera encore 

00 

( f[k{i — e~^)]dt : 

0 

et, plus généralement. 




I 4 — X 4 ~ I 


(3o) 


r e-i^î[k[i—e-‘)'\dt=^-^ — __ T. 
J O (l + Ao: 


)r £!; + J 


Si, dans les équations (28), (29), on prend successivement pour 
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!*(:;) los fondions 


et 


1 ( 1 -^) 2 


Ui-d 

2] 1 ( 1 -^) 


et si Ton a é^'ard à la forma le 


(3i) 




Z 1(1 — ^) 2 12 24 

dans laqiudle la vahnir de c,j est 


720 


, . — X c4, 


( 3 .) c-„:=s(- evo 

{l.9....J){l.2...ff){l.2.../l)... Va 


i)’'a 


l(î siifiK^ S s’ôUîiulant a toutes les valeurs entières, nulles ou positives, 
(le/, g, h, . . . , (fui veu’ilient la coiulition 

/-(- aA'-H 3/j. + 

ou obtiendra des (Ufuations (fui subsisteront pour des modules de k 
inièri(Mirs à runitc!; puis, en posant 


on r('.lrouvera les Ibrmules (jue M. llinet a données dans les pages i i i 
('( I I \ (!(' son Mémoire s'iir les intégrales eulériennes. 


543. 

Analysk mathématique. — Sur rindiiction en Analyse et sur l’emploi 
des formules symboliques. 

G. R., T. XXXIX, p. if)() (Af janvier i85,1). 

L’induction peut être utilement employée en Analyse comme un 
moyen de découvertes. Mais les formules générales ainsi obtenues 

OF.uvres de C. — S. I, t. XII. 
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doivent être ensuite vérifiées à l’aide de démonstrations rigoureuses 
et propres à faire connaître les conditions sous lesquelles subsistent 
ces mêmes formules. Donnons à cette réflexion quelques développe- 
ments. 

Parmi les fonctions qui reparaissent souvent dans le calcul, on doit 
surtout remarquer les exponentielles qui se reproduisent par diffé- 
rentiation, et dont les différences finies se déterminent encore avec 
la plus grande facilité. 

On a, en effet, 

Dxe-»'— e'* 

et, en supposant Aa? = a, 

A^e^=: (e^ — i) e^. 


On a plus généralement, en désignant para un coefficient constan 

par conséquent 


D'*e“'*= 

et de ces formules, jointes à l’équation 


t. 


acc a-a^ 

; I _|_ 

I 1.2 


on déduit immédiatement la formule symbolique 


(i + A^)e«^zz: 

Il y a plus : cette formule subsistant, quelle que soit la constante a, 
on pourra évidemment y remplacer l’exponentielle e""’ par une somme 
do termes proportionnels à de semblables exponentielles, et, en 
posant 

i{x) = 


on aura encore 
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OU, ce qui revient au même, 

( 2 ) f(a;-i-a) — ^i-h-Da:-4- -p- ^ -4- . . ((.*). 

Or on pourra, par induction, étendre les formules (i) et ( 2 ) au cas 
où f( 2 ?) est une fonction quelconque de la variable æ. Mais la formule 
de Taylor ainsi obtenue n’est pas toujours exacte; elle subsiste seule- 
ment sous la condition que la fonction reste monodrome, mono- 
gène et finie, pour le module attribué à la variable x et pour un 
module plus petit. 

Des observations semblables s’appliquent aux diverses formules 
générales qui peuvent se déduire par induction de l’équation (i), et 
parmi lesquelles on doit surtout remarquer celles que je vais indi- 
quer. 

Si, dans les deux membres de l’équation ( 1 ), on conserve seule- 
ment les facteurs symboliques, en se dispensant d’y écrire la fonction 
tXx), on obtiendra la formule symbolique 

(3) 

et de cette formule on déduira par induction les trois suivantes : 

I f 

I I 

oeüx 1 (1 -H Ax) 

Or il suffira de développer les seconds membres des équations (4), 
(5), (6). en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des 
lettres caractéristiques ou D^., puis d’appliquer les deux miembres 
de chaque équation considérés comme facteurs symboliques à une 
fonction déterminée f(a7), pour obtenir trois formules générales dont 
la première, déjà connue, fournira le développement de la fonction 
dérivée 


(4) 

(5) 

( 6 ) 





ISO 
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en une série de termes proportionnels aux différences finies des divers 
ordres de la fonction î{x). Les deux autres formules générales four- 
niront deux développements distincts de la différence 


( 7 ) 


f(^) 


f(^) 





.Le premier de ces développements, trouvé par Maclaurin, sera com- 
posé de termes proportionnels à la fonction f(^) et à ses dérivées des 
divers ordres. Mais, dans le second développement, les diverses <léri- 
vées de la fonction f(a;) seront remplacées par ses différences finies. 

Il importe d’observer que, si l’on nomme rie module de la variable 
le développement de la fonction 

l 

— I 


suivant les puissances ascendantes de s fournira uin^ série dont le 
module sera 

r 

air 


D’autre part, si, en attribuant au module r d(‘ ^ des valeurs crois- 
santes, on nomme t la plus petite valeur de /-pour laquelle la fonction 
f(,r-i-i:) cesse d’être monodrome, monogène et finie', le rapiujrt - 
sera le module de la série qui aura pour terme général rexpn'ssion 


Donc le terme général de la fonction de Maclaurin sera le produit de 
la quantité 

I . a . 3 . . . = r ( /i H- 1 ) 

par le terme général d’une autre série dont le module sera celui de 

a 

} 271t. 

Donc la série de Maclaurin, comme celle dont le terme général est le 
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produit ]. 2.3...n, offrira un module infini et sera divergente, à 
moins que l’on n’ait 

I 

- HZ Oj t ~ 00. 

t. 

Donc, pour que la formule de Maclaurin subsiste, il sera nécessaire 
que la fonction f(.r) ne cesse jamais d’être monodromc, monogène et 
finie, ce qui arrivera, par exemple, si f(dr) est une fonction entière 
de .r, ou d’exponentielles réelles ou imaginaires de la forme 
D’autre part, comme les développements des expressions 


suivant les puissances ascendantes de :: fournissent deux séries dont 
le module est l’unité, les deux formules générales déduites des équa- 
tions ( j) ('t (G) ne subsisteront que si la série 

(8) r(.x-), Ar(^), ..., 

dontbï terme général estA"f(.'r), est convergente, par conséquent si 
('Ile olfri' un inodub' inférieur, ou tout au plus égal à l’unité. C’est ce 
qui arrivera, par exemple, si l’on suppose 


r('r) = -; 


et alors l’équation ( 4 ) reproduira, pour des valeurs positives du rap- 
port la formule connue 

æ H- a r T . 2 „ 

- —H I " — CC -H — - r~z 5 T ‘ ’ f 

OC .r -h 2 a (a: -h 2 a) -h OCX) 

qui se réduit à l’équation (i 8 ) de la page 174, quand on y remplace x 
par a(a; — t). 

Arrêtons-nous maintenant au développement de l’expression (7) en 
une séri(! de termes proportionnels à la fonction f(^) et à ses diffé- 
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ronces finies des divers ordres. On aura 

• ^ I , 1 _ _3_ . . . 

^ 2 12 ‘ 24 720 ï60 

n~ <x> 

n = 0 

les valeurs de c^ et de c,^ étant déterminées par les formules 


Cl 


” J 
2 




T 

n H- I 



I 



I I 

^ <^«- -2 ~ ~ 1 • 


Donc, en posant, pour abréger, 

n~ as 

n — Q 

on tirera de l’équation (6) 


(10) ^ dx — (p(.r) 4 -ro(c£;), 

les intégrales qu’indiquent les signes j" étant prises à partir 
d’une même origine que nous désignerons par la lettre x, et 
désignant une fonction périodique, mais arbitraire, dont la valeur n(‘ 
changera pas quand æ recevra pour accroissement un multiple de la 
quantité Ax = oc. Si d’ailleurs on suppose la différence x — x réduili' 
à un multiple de a, on aura simplement 

(p(x), 

et par suite la formule (10), dans laquelle les intégrales sont prises à 
partir de l’origine x — x, donnera 


(”) '^{{x) — ~J'î{x)dx — <:f{æ)-hcf{x). 
Si, pour fixer les idées, on pose x = i, et de plus 


az=i, 

X 
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la formulo, (ii) donnera 


(12) 


I3 


— 1 -4- 1 -1- 1 4- ... -I î :::::: 1 — cp ( ,r ) -n cp ( I ) , 


2 3 


la valeur de f(x) étant donnée par l’équation 

OU, ce qui revient au même, par la suivante 

7 ; = 00 

I . 2 . 3 . . . 


(i4) cb ( x )= ^ 

« = ( 

en sortes qu’on aura 

T T r 

cp(.r) 


-h l) . . . H- } 


î ./• 12 æ(x i ) 1 2 cT ( ^ H- I ) ( .^‘ “i" 2 ) 


19 


( 15 ) 


et 


60 Xi^X H- 1 ) ( .3:? -+~ 2 ) ( i 4 * -h 3 ) 


120 x{x + 1) (j? H- 2) (.« + 3 ) (.'r -i- 4 ) 


(16) 9(1) 


t I 


•9 


2 24 72 2880 800 


O, 57721 566 - . 


Si, en supposant x = i et a = r, on prenait 

{{x)z=i\x, 

la formule (i i) donnei^ait 

( 17 ) 2lar = ln- I 2 + -o( 

la valeur de cp(ic) étant 
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D’ailleurs, eu égard aux formules 

D,= l(i + A^), 

D, la;--, 

X 


(III pourrait encore présenter l’équation (i8) sous la forme 


' > 9 ) 


?(■*) ■ 


- 

2 LU'-t- 



1 

2 


I 


r 

.r 


Les formules (ii), (la), (17) s’accordent avec celles que j’ai don- 
nées dans la précédente séance, et avec les formules données par 
AI. Binet, pour des valeurs spéciales de f(cc), dans le ]\Iémoir(‘ sur 
les intégrales eulériennes. Pour établir ces formules en tout<‘ rigueui', 
et même pour déterminer la valeur de la constante 9(1) qu’elles l’en- 
ferment, on peut recourir à la transformation des fonctions mi inté- 
grales définies. Ainsi, par exemple, pour obtenir la valeur <!(' la fonc- 
tion 


telle que la donne la formule (17) jointe à l’équation (19), et même 
pour étendre la fo-rmule ainsi obtenue au cas où la variable cr admet 
des valeurs positives quelconques, entières ou non, il sulTît (rétablir 
généralement l’équation 


(20) = 


l.r — .r-f- - l(27r) -f- 
2 


fd-: 



Or on peut établir très simplement cette équation et une multitude 
(1 autres équations de même genre, en s’appuyant sur la théorie d(‘s 
intégrales singulières, comme on va le faire voir. 

Soient u, e deux fonctions de ty qui, demeurant finies pour d(^s 
valeurs finies et positives de t, s’évanouissent pour if = o ; soit encore 
une fonction qui devienne infinie pour = o, mais reste finiiî 
pour toute valeur finie et positive de s, et supposons que le pro- 
duit se réduise, pour .s = o, à une constante finie Æy et, pour 

- = oc, à zéro; soient enfin p. et v les valeurs de D,o correspon- 
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dantcs à une valeur nulle de t. La théorie des intégrales singulières 
donnera 

( 3 () 


r [/(«) IL «-/((>) IL 

Jf, !-^ 

Si, pour fixer les idées, on pose 


uz=--t, i’-ta-, /{:•)■ 

X étant positif, la formule (20) donnera 


e~~ 


(22) 


rfü: 

0 


dt n: \ x. 


Si l’on pose, au contraire. 


u- 7 .t, (> — e'— t, /(::) 


on trouvera 
( 23 ) 



(>-tX 

l \r 

I — 


( 1 - 1-5 


clL — o; 


mais, d’autrd part, on aura 

(24) r(d:')— i 0 ^'e~^dB, 

par conséquent 

(aâ) T'(x) — f c~^ 19 dO; 

et, de cette dernière formule, jointe aux équations (21), (22), on 
tirera 


(26) 


r{x) 

r(x) 


~\a- 


■ dl. 


Or il suffit d’intégrer, par rapport à x, les deux membres de l’équa- 
tion (26), à partir de l’origine x = et ayant égard à la formule 



pour retrouver immédiatement la formule (20). 

OEuvres de C- — S. I, t. XIÏ. 24 
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Au reste, l’équation (20). et les formules analogues qui serviraient 
à transformer la somme 2f(£c).en intégrale définie, et par suite à 

établir rigoureusement les résultats qui se déduisent de l’équation (6), 
peuvent être fournies elles-mêmes par la méthode d’induction. Ainsi, 
en particulier, pour obtenir l’équation (20), il suffit de joindre à 
l’équation (19) les deux formules 

n-A^— e***, -=( 

^ Jo 

et d’avoir égard à la formule (27). 

Généralement, pour obtenir ainsi des formules analogues à l’équa- 
tion (20), il suffira de transformer la fonction f(x) en une intégrale 

définie simple ou double qui offre sous le signe j" la variable x dans 

un seul facteur de la forme ou e-‘^\ On y parviendra, par 
exemple, à l’aide de la formule 

a)' r^|ji rfXj » 

k laquelle on pourrait substituer encore les formules du même genre, 
dans lesquelles un des signes f est remplacé par le signe V. 


{{x) — f 

2 7t . / 


544 . 

Analyse mathématique. — Sur les intégrales aux différences finies. 

G. R., ï. XXXIX, p. 214 (3i juillet i854). 

Soit ï{x) une fonction donnée de la variable x. L’intégrale aux 
différences infiniment petites J i(^x)dx ne sera autre chose qu’une 
nouvelle fonction F(a?) propre k vérifier la formule 



EXTRAIT N-* 5U. 


187 


et pareillement l’intégrale aux différences finies ^ f(æ) ne sera autre 
chose qu’une fonction s{x) propre à vérifier l’équation 

(?,) = f(jp). 

Par suite, ces deux intégrales pourront être présentées sous les formes 
symboliques 


( 3 ) 


( 4 ) 



et des équations (3), (4), jointes à l’équation symbolique 

dans laquelle on suppose a = i^x, on tirera 

(5) j(x) -r ^ F(dr) ~ cp(.r), 

la valeur de o{x) étant déterminée par la formule symbolique 



ou, ce qui revient au même, par l’une des deux suivantes : 


(7) 


(8) 



Il y a plus : à la formule (cS), que l’on peut écrire comme il suit, 

on pourra substituer encore d’autres formules analogues. Ainsi, en 
particulier, de l’équation ( 9 ), combinée avec la formule symbolique 


(9) = + 


aDa;=:l(l-t-A*), 
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on déduira immédiatement la suivante : 


(lo'l 


o(a:) — f(a?) 4 - 


I 

i(i -h 


I F ” a Da; f( .V l 

2 _ î ( I ) 


Pour réduire les formules symboliques (7), (8), (to) à des équa- 
tions qui déterminent avec précision la valeur de ©(.x-), il sulïira 
généralement de transformer la fonction f(a?) en une somme de 
termes proportionnels à des exponentielles de la forme c"*'. Suppo- 
sons, en effet, 




f(a?) — S^e“* 


a, .4 désignant des coefficients réels ou imaginaires dont le second 
change de valeur avec le premier, et la somme qu’indiqne le signe S 
pouvant se transformer en une intégrale définie. L’équation (7 ) don- 
nera 

(12) ©(æ^) — 1 

\aa i / 

et 


(> 3 ) 


o{x) — - Î{x) -H s( 

2 \aa 


.1 


Remarquons d ailleurs que la formule (ri) continuera de subsister, 
si Ion suppose la valeur de f(a;) donnée par une équation de la 
forme 


''■i' f(x) =:S(Âe‘‘->^+ B), 

-4 et B étant des fonctions de a. 

Revenons maintenant à l’équation ( 5 ). On en tirera 

J" ^ f ^ — ? ( ^ ) • 

Dans cette dernière formule, l’intégrale 



peut être censée renfermer une constante arbitraire. En déterminant 
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cetto constante de manière que i(x) s’évanouisse pour a? = x, on aura 

/ , .r 

— 9(a;)-4-(p(x). 

Lorsque, dans l’équation (lO), on substituera pour o{x) sa valeur 
tirée de la formule (12) ou (i3),.on obtiendra pour §{x) une fonc- 
tion complètement déterminée, et cette fonction sera certainement 
une valeur de l’intégrale ^f(>'5î), ou, ce qui revient au même, une 
valeur de §{x) propre à vérifier l’équation (2); car on tire de l’équa- 
tion (iG) 

1 

{ 17 ) A,,..7(.r) — / {{z)dz — ^^(s/{x), 

^ X 

et, en vertu de la formule (9), jointe à l’équation (12) ou (i3), le 
second membre de l’équation (17) se réduira précisément à ^{x). 

Au lieu de tirer de la formule (12) ou (t 3) la valeur de 9(0;), on 
pourrait développ(!r ®(æ-) en une série do termes proportionnels à la 
fonction f(.r) et à scs différences finies des divers ordres; et, pour y 
parvenir, il sulliraitdis développer, dans le second membre de la for- 
mule (3), l’expression symbolique 

r I 

1(1-4- A;C ) A,^- 

suivant la puissance ascendante de A^. On pourrait aussi, en partant 
de la formule (10), développer 9(0;) en une série de termes propor- 
tionnels à la fonction dérivée D^f(.T) et a ses différences finies des 
divers ordres. Mais les valeurs de ainsi déduites des for- 

mules (8) et (i3), ne subsisteraient que dans le cas où les séries 
obtenues seraient convergentes, et cette convergence exige que la 
série formée avec les différences finies de la fonction ï(x) ou D^f(a;) 
ait pour module un nombre inférieur ou tout au plus égal à l’unité. 

Pour montrer une application très simple des formules que nous 
venons d’établir, supposons 
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m étant un nombre quelconque. Dans cette hypothèse, la formule ( 1 1) 
pourra être réduite à 


(i8) 


j rt a 

0 




et la formule (i 2) donnera 


('9) 


: 


r(m) 






tandis que l’on aura 


(20) 


r — 

1. 


m — 1 \ X 


^/;i — I ^ni — l 


Donc, pour obtenir une valeur de qui ait la propriété de s’éva- 
nouir avec la dilférence u? — x, il suffira de prendre 


(21) 


V _L 

^ a;"- 


m — i \ X 


/m -1 1 


■ ©{a:') -h cp(x). 


la fonction o(x) étant déterminée par la formule (19). 
Si l’on supposait 

({x) =r \x, 

la formule (i4) serait réduite à 


(22) \x= I 

et la formule (t 3 ) donnerait 


- de, 


(23) ^(x)=llx+f^ 

tandis que l’on aurait 

(24) . la:d/a: = a:(lÆ- — i) — x(lx — i). 


Q-lX 


Donc, pour obtenir une valeur de Slæ qui ait la propriété de s’éva- 
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nouir avec la différence a; — x, il suffit de prendre 

( 20 ) ^ = .«(la: — i) — x(lx — i) — 9 (a') -f- 3(x), 

la fonction <p(a?) étant déterminée par la formule (ad). 

Si à la formule (i3) on substituait la formule ( 10 ), on en déduirait 
immédiatement la valeur de Slæ développée en une série de termes 
proportionnels à la fonction ^ et à ses différences finies des divers 
ordres. 


545 . 

Anai.ysk MATiiKMAïiQUE. — Sur un théorème général qui fournit immédia- 
tenv’.nt, dans un grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une 
série simple ou multiple demeure convergente. 

C. U., T. XL, p. i(>', ( ■),•>. janvici' 1X55). 

L(! Mémoire lithographié que j’ai présenté le 1 1 . octobre i83i (') à 
l’Académie de Turin renferme un théorème qui, eu égard aux 
remarques faites dans les Comptes rendus de i85i et i852, peut 
s’énoncer comme il suit : 

TllÉOllÈME I. — Soit 

U -- !'(.«, y, Z, ...) 

une fonction des variables 

^ ’ J > • • • > 

(Hii demeure finie, rnonodrome el mono gène pour des modules de ces 
variables respectimnent inférieurs à 

X, y, Z, .... 

Soit d'ailleurs R la plus grande valeur que puisse acquérir le module de 


(1) OEuQres de Cauchf, S. H, ï. XV. 
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la fonction u, quand on attribue aux variables x, y, z, ... les modules 

X, V, Z, La fonction u sera développable en une série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables x, y, -, . .. 
tant que les modules de ces variables demeureront respectivement infé- 
rieurs (I X, y, Z De plus, si l’on pose 



les modules du terme général et du reste de la série en question seront 
respectivement inférieurs aux modules du terme général et du reste de la 
série qui a pour somme le produit 

R w. 

Corollaire. — Comme le coefficient du produit 

x'y’’^z”..., 

dans le développement de chacune des fonctions 

U, R w, 

est précisément le rapport qu’on obtient quand on divise |)ar h* 
nombre 

N = ( I . 2 . . . /) ( 1 . 2 . . . ) ( I . 2 . . , n ), . . 

la valeur qu’acquiert pour des valeurs nulles de x,y, ... la dérivée 

D^ . . a ou D;/ . . ( R G) ) , 

il est clair que le théorème I comprend la proposition suivante : 

Théorème 11. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /, 
la fonction u et ses deriçees partielles des diçers ordres offriront , pour 
des valeurs nulles de z, . . . , des modules respectivement inférieurs 

aux valeurs correspondantes de la fonction Rco et de ses dérivées par-- 
tielles des mêmes ordres. 

Si Ton substitue aux variables 


y, 


* * ? 
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les différences 

Y], C, • • • désignant des valeurs particulières attribuées aux variables 
x,y, Z, alors, à la place du théorème II, on obtiendra la proposi- 
tion suivante ; 

Théorème III. — Soit 

u — {{x,y, Z, ...) 

itne fonction des x^ariahles 

a-, y, Z, ..., 

qui demeure finie, rnonodrome et monogène, dans le voisinage des 
valeurs part iculières 

et tant que l’on altrihue aux différences 

x — l, y --S), z — î;, ... 

des modules re.spectwement inférieurs aux quantités positives 

X, y, Z, .... 

Soit d’ailleurs, dans le cas où ces différences acquièrent ces modules, 
H la plus grande des valeurs que puisse acquérir le module de u, et posons 



La fonction u et ses dérivées partielles des divers ordres offriront, pour 

y = -t\, z — 'ç, 

des modules respectivement inférieurs aux valeurs correspondantes de la 
fonction llto et de ses dérivées partielles des mêmes ordres. 

Le théorème II entraîne évidemment avec lui un théorème général 
que l’on peut énoncer comme il suit : 

Théorème IV. — Soient 

a;, 

0£«.-7«rffC.— s. I, t. XII. 25 
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diverses fonctions des variables 

^9 y 9 ^9 •• '9 

dont chacune demeure finie, monodrome et monogène dans le voisinage 
des valeurs particulières 

x — l, y — 'c\, - — C, 

et tant que Von attribue aux différences 

y — r], 5 — C, •••, 

des modules respectivement inférieurs aux quantités positives 

X, y, Z, ... 

Soient d'ailleurs, dans le cas où ces différences acquièrent ces modules, 

A, B, C, ... 


les plus grandes des valeurs que puissent acquérir les modules des fonc- 
tions 


et posons 



Enfin, soit ù une fonction développable, pour de très petits modules des 
différences 

^ — h /--n, - — C, 

en une serie simple ou multiple dont chaque terme soit le produit d un 
facteur variable par d' autres facteurs respectivement égaux aux imleurs 
que prennent les fonctions 

X, ?y, 

ou leurs dérivées partielles des divers ordres, à V instant où Von pose 
^ — ^9 y=‘n, s = 

Le développement de û restera convergent, si Von obtient une série con’- 
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vergente en remplaçant dans chaque terme de ce développement le facteur 
variable par son module, et les fonctions 

X, g-, 

par les produits 

Acü, B w, Cw, .... 

Ce théorème général fournit immédiatement des limites entre les- 
quelles demeui’ent convergentes les séries qui représentent les déve- 
loppements de fonctions explicites ou même implicites. 

Concevons, pour fixer les idées, que, 

étant une fonction finie, monodrome et monogène de la variable x, 
pour un module de a? — ^ inférieur à une certaine quantité positive x, 
on développe, en une série ordonnée suivant les puissances entières 
et ascendantes de t, celle des racines de l’équation 

(3) 

qui se réduit à $ pour t =.o. En attribuant à t un module sutfisam- 
ment petit, on aura 

(4 ) dj = ^ -H tX, H H 5 Dxs)C,* H- . . . , 

i * Qé 1 . 2.0 

X devant être réduit à I dans le second membre de la formule (4), 
après qu’on aura effectué les différentiations indiquées par la lettre 
caractéristique D^,; et la valeur de x, ainsi déterminée, vérifiera 
l’équation (3), tant que la série comprise dans la formule (4) sera 
convergente. Soit d’ailleurs A le plus grand module que puisse 
acquérir la fonction x quand la différence x — l acquiert le mo- 
dule X. En vertu du théorème IV, le développement de x fourni par 
la formule (4) sera convergent, si l’on obtient une série convergente 
en supposant, dans le second membre de cette formule, t positif, en 
y remplaçant la fonction x par le produit 


Aco = a(i-^) 
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et en posant x — l, après les différentiations relatives à a?. Or on aura, 
sous cette condition, 


n"-> / T.2.3...(2n-3) I . 

X J 1.2. ..(/i — l) 

et par suite, en i*emplaçant x par le produit Aw dans la formule (4), 
on trouvera 


A^r- kH^ 


(5) x = ^ + Af+ — + 2^ +■■■+ 

^ ‘ X 1 . 2 . . .n 


.3. . .(2« — 3) 2«-‘A««'' 


Mais, d’autre part, on a identiquement 


I. i, 1.3. ..(2/1 — 3) . / 

l -h - . . . + ^ l'‘-h . . . — I — y I — ‘2t; 

2 2 l .2. . ./I 


donc la formule (5) donnera 


Comme on devait s’y attendre, cette dernière valeur de x est précisé- 
ment celle que fournit l’équation (3), lorsqu’on la réduit à la for- 
mule 


a/ = 


, 


en remplaçant, dans le second membre, la fonction x par le pro- 
duit Aü). D’ailleurs la valeur de x, donnée par la formule (6), se 
développe en série convergente, ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de t, quand on suppose le module de t inférieur à 
Donc, dans cette même hypothèse, la série comprise dans le second 
membre de la formule (4) sera convergente, et, si t est positif, la 
valeur de x—^, donnée par la formule (4), offrira certainement 
une valeur numérique inférieure à celle que déterminera la for- 
mule (6). 

Le théorème IV fournirait encore immédiatement des limites entre 
lesquelles demeurent convergentes les séries qui représentent les 
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intégrales d’équations différentielles ou aux dérivées partielles. On 
se trouve ainsi ramené, comme je l’expliquerai dans un autre article, 
aux résultats énoncés dans mon Mémoire lithographié de i835 (’) et 
à ceux que viennent d’obtenir MM. Briot et Bouquet. 


546 . 

C. R., T. XL, p. 2 o 5 (29 janvier i855). 

Calcul des variations. — M. Augustin Cauchy présente à l’Académie 
une Note sur V Application du Calcul des variations à l’ intégration d’un 
système d’ équations différentielles. Les résultats auxquels l’auteur est 
parvenu seront développés dans un prochain article. 


547 . 

Analyse infinitésimali:. — Sur les avantages que présente V introduction 
d’un paramètre variable et des notations propres au Calcul des varia- 
tions dans quelques-unes des principales formules de l’Analyse infini- 
tésimale. 

C. R., T. XL, p. 261 (5 février i855). 

Ce qui distingue le Calcul des variations du Calcul différentiel, c’est 
que dans celui-ci on se borne à faire varier des quantités supposées 
dépendantes, ou, en d’autres termes, fonctions les unes des autres, 
tandis que, dans le Calcul des variations, on fait varier les formes 
des fonctions elles-mêmes. Mais, pour réduire le Calcul des variations 
au Calcul différentiel, il suffît de faire correspondre les changements 
de forme des fonctions aux changements de valeur d’un paramètre 
variable qui ne paraissait pas dans les formules. Réciproquement, il 
suffît d’introduire dans plusieurs des principales formules de l’An a- 

( 1 ) Sur rintégration des équations différentielles {OEmres de Cauchy, S. II, T, XI;. 
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lyse infinitésimale un paramètre variable a, pour les transformer 
en d’autres qui s’expriment aisément à l’aide des notations propres 
au Calcul des variations. Rendons cette vérité sensible pal" quelques 
exemples. 

Soit d’abord 

(1) — 

une fonction des variables x, y, z, . . . qui demeure, du moins entre 
certaines limites, finie, monodrome et monogène. Si, dans cette 
fonction, on attribue aux variables x, y, z, ... certains accroisse- 
ments h, le, l, , on obtiendra une nouvelle fonction àa x, y, z, . . . , 
savoir 

( 2 ) U — î{x h, y -i- k, s 1, . . .), 

et les fonctions (i), ( 2 ) seront comprises, comme cas particuliers, 
dans l’expression analytique 

(3) V —i{x ah, y ■¥ ak, Z + al, . . .), 

qui renfermera un paramètre variable a, et de laquelle on déduira la 
fonction u en posant a = o, la fonction U en posant a = i. Or, le 
paramètre a venant à varier, l’expression (3), considérée comme 
fonction àe x, y, z, . . . , changera de forme, et le rapport 

è(’ . 

èa ’ 

entre la variation ov de la fonction e, et la variation Sx du para- 
mètre a, ne sera autre chose que la dérivée DaC de la fonction e 
par rapport au paramètre a. Si l’on pose, pour plus de simplicité, 
oa = I, on aura précisément 

(4) 3r = Dar, 

puis on en conclura, en remplaçant v par Sç, plusieurs fois de suite, 

(5^ (J = Doc ôr = D« P, 

'33,. = D|ôt>rrDâr, 
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et généralement 

(5) (î'‘eI=:D2(^ 

Si dans les formules (4) et (5) on pose a = o, elles donneront 

f arrO 

Su = 1 Da(’ 
et 

a = o 

1 DS P. 

D’ailleurs la formule de Maclaurin donnera, pour des valeurs suffi- 
samment petites de a, 

a=o ^ a = o ^2 a=o 

(7) 1 1 DaP-h— 1 Dâf^H-.... 

On aura donc, eu égard aux équations (6), 

( S ) r nr w. H- ~ âw H- -f- . . . , 

I I . a 


puis on en conclura, en posant a = t, 


j-r §u U 

U . — U —1— — — {— -4- .... 

I 1.2 


D’autre part, la formule (4) donnera 

(m) âe rz /îDa;<’ H- H- /Dj . 

ou, ce qui revient au même, 

(II) ae==(ÂD*H-/tDy+/D, 4 -. ..)T, 

et l’on en conclura, en remplaçant plusieurs fois de suite v par 

(i^) e — ( /iD ^ -H ^ Dy H- / D3 -H . . . 

Enfin, on tirera de l’équation (12), en posant a = o, 

(i3) ZD, + 

La formule (9), jointe à l’équation (i3), reproduit ce qu’on nomme 
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le théorème de Taylor, étendu à une fonction de plusieurs variables x, 

^ Comme on le voit, et comme je l’avais déjà remarqué dans 

mes Leçons données à l’École Polytechnique, cette extension se déduit 
sans peine de l’introduction du paramètre variable a sous le signe f. 
Ajoutons que l’expression la plus simple du théorème ainsi étendu est 
la formule (9), dans laquelle les valeurs de 

... 

peuvent être déduites ou de l’équation (i 3 ), ou, ce qui revient au 
même, des formules 

( 1 4 ) 8 x~h, oy ~k, o: — l, . . . , 

jointes aux règles établies pour la détermination des variations des 

divers ordres d’une fonction quelconque des variables x, y, -, 

Considérons maintenant un système d’équations différentielles de 
la forme 

(10) Ï)ix—A\ D,/=F, • Dtz — Z, 

X, y, Z, ... étant des fonctions inconnues de t, et X, Y, Z, .. . dos 
fonctions de x, y, z, ..., t, qui demeurent, du moins entre cer- 
taines limites, finies, monodromes et monogènes. Supposons les 
inconnues Æ, y, z, ... assujetties non seulement à vérifier ces équa- 
tions différentielles, mais encore à prendre, pour une certaine valeur 
de t, par exemple pour t = v, les valeurs particulières 

(16) cc = l, y = -n, s — Ç, 

Les fonctions de l représentées par x, y, z, .. . changeront de forme 
si, en introduisant un paramètre variable a dans les équations (i 5 ), 
on leur substitue les suivantes 

(17) T)iX = aJ", Dty — a Y, 'biZ — aZ, 

et comme, pour a = o, les équations (17) donnent 
(t8) D,a;=:o, Biy — o, ï),z=zo, 


• • y 
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il est clair que les inconnues a?, y, s, . . . , assujetties à véritier, pou 
line valeur variable de i, les formules (17), et pour z =v les coud 
lions (i 5 ), deviendront indépendantes de t si a s’évanouit, et acquei 
ront alors, quel que soit t, les valeurs constantes v], .... 

Cela posé, soit 

(19) « = f(a-,7,^, ...) . 

une fonction de x, y, z, . . . qui demeure, du moins entre certaine 
limites, finie, monodrome et monogène. Le paramètre a venant 
varier, x, y, z, ..., et par suite a, considérées comme fonction 
de t, changeront de forme, et leurs variations, que nous indiquerom 
suivant l’usage, à l’aide de la lettre caractéristique 0, seront les pri 
duits de oa par leurs dérivées relatives au paramètre a. Ces variation 
se réduiront donc à ces dérivées si l’on pose ooc = i , et alors on aur; 
])ar exemple, 

(20) 0(4 =Da«, 

(21) Ô"h=:DS(4. 

Soit d’ailleurs u la valeur que prendra la fonction u pour une valei 
nulle de a. On aura 

(22) u = f(|, ...), 

et la formule de Maclaurin donnera, pour des valeurs suffisammer 
petites du paramètre a, 

(28) « — u + — âuH — ô® U 4 - . . . . 

. ^ I 1.2 

Il reste à exprimer, dans cette formule, les variations 

O'J, Ô'-V, 

en fonctions de y], ... et l. On y parviendra sans peine de 1 

manière suivante. 

On aura généralement 

Di /( = Di x Dx U + Di/ Dy 44 H- Di s D; 44 H- ... ; 


OJZuures de (7. — - S. I, t. XII. 
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par conséquent, eu égard aux tormules (17)» 

( 24 ) 

la valeur de Vu étant définie et déterminée par la rormul(' 

( 25 ) — X J)^ U ■+■ YDyit -V- Z J)- a H- . . . . 

Si, dans l’équation (24), on remplace u par Vu plusi('urs lois de suite, 
on tirera, en ordonnant le second membre suivant les puissainu's des- 
cendantes de a. 


( 26 ) D? U =: V“ U . 

Enfin, si l’on différentie n fois, par rapport à a, h's deux nnnubi'es d(‘ 
la formule (24), et si après les difi'érentiations on pos(‘ a-- o, par 
conséquent u = u, on trouvera 

(27) D1‘ m . 2 . 3 . . . u V" -J. 


D’ailleurs il est aisé de voir que la variation o"u (>t ses déi'ivéï's rela- 
tives au temps, jusqu’à celle de l’ordre u — r, s’évanoiiisseiil fontes 
pour t = 'z. En conséquence et en posant, pour abréger. 


(28) 



V K dl, 


on tirera de la formule (27) 


(29) 


0 “ a 

1 . 2 . 3 . , . 


rr □« 


Cela posé, la formule (aS) donnera 

(3o) u = -J -h «Dv -t- a-Q--j -i- . . . . 

En posant dans cette dernière a = i, on trouv('ra 
( 3 ') i/. = + 

On est ainsi ramené à la formule ( 32 ) du second paragraphe du 
Mémoire de i 835 sur l’intégration des équations différentielles. 
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Lorsque, clans cette formule, qui peut être présentée sous la forme 
symbolique 


on prend successivement pour u les inconnues x, y, z, . . . , elle 
fournit pour ces inconnues les valeurs qui satisfont, quand t varie, 
aux équations (i5) et, pour t = aux conditions (i 6 ). 

En résumé, pour obtenir, développées en séries, les intégrales 
générales des équations (i5), il suffit d’introduire un paramètre 
variable a dans ces équations, en leur substituant les formules ( 17 ), 
puis de développer par la formule de Maclaurin, en se servant, pour 
plus de facilité, de la notation adoptée clans le Calcul des variations, 
les valeurs des inconnues en séries ordonnées suivant les puissances 
entières de a, et de poser ensuite a. = i. Les développements ainsi 
trouvés, quand ils sont convergents, représentent précisément les 
intégrales demandées. 

Supposons maintenant que les valeurs de x, y, z, ..., toujours 
assujetties à vérifier, pour t — 'z, les conditions (iG), soient connues, 
lorsqu’elles doivent satisfaire aux équations (i5), et qu’il s’agisse de 
les modifier de manière à vérifier, non plus les équations (i5), mais 
les suivantes 

(33) = \hy-Y+\), D,- = Z-i-3, 

3i, 1 ), 3 , ... étant de nouvelles fonctions de x, y, z, i qui 

demeurent, du moins entre certaines limites, finies, monodromes et 
monogènes. Pour résoudre ce dernier problème, il suffira encore d’in- 
troduire un paramètre variable a dans les formules (3o), en leur sub- 
stituant les équations 

(34) T)cy = r-^oi^, î)tz — Z+x3, 

puis de développer, à l’aide de la formule de Maclaurin, jointe aux 
équations (34), les inconnues x, y,z, ... en séries ordonnées suivant 
les puissances entières du paramètre a, et de poser ensuite a = i. Les 
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développements trouvés, quand ils seront convergents, fourniront 
précisément les valeurs cherchées de x, y, z-, . . . , comme nous 1 ex- 
pliquerons dans un autre article. 


548 . 

Calcui. iNTÉGR.n.. — Nole sur les conditions de convergence des séries qui 
représentent les intégrales générales d’un système d’équations dijj'è- 
rentielles. 

C. R., T. XL, p. 3 jo (i 2 février 1855 ). 

Le premier des théorèmes énoncés dans la séance du 22 janvi('r 
dernier entraîne la proposition suivante : 

Théorème I. — Soit f(t) une fonction donnée de la iKiriable t. Suppo- 
sons d’ailleurs que cette fonction reste finie, monodrotne et monogène, 
dans le voisinage de la valeur particulière t attribuée ci t, et tant que le 
module de la différence t — 'z n’atteint pas une certaine limite ( . l'our 
tout module de t — x inférieur à cette limite, la fonction l‘(/) sera déve- 
loppable, par la formule de Taylor, en une série ordonnée suivant tes 
puissances ascendantes de t — 'i. 

D’autre part, mon Mémoire sur l’application du (lalcul inünitésimal 
à la détermination des fonctions implicites (Tome XXXIV, année iB.m. 
semestre) renferme la proposition suivante : 

Théorème II. — Représentons par 

T, Ai Y, Z, ... 

des fonctions t, x, y, z, ..., qui restent monodromes , monogènes et 
finies, dans le voisinage des valeurs •x, "q, ... attribuées à t, x, y, 

Z, et concevons que l’on assujettisse x, y, z, ... ci la double condi- 
tion de vérifier, pour une valeur variable de t, les équations différentielles 
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comprises dans la formule 

dt dx _ dy dz 

’ 

et de se réduire à v], ... pour t — n:. Si T ne s épanouit pas, quand 

on prend 

t — z, x"l, y~n, ^ = 

cdors, à V aide des formules établies dans mon Mémoire de i835 sur 
r intégration des équations différentielles, on promera quil est possible 
de satisfaire, au moins quand le modale de la différence t — ne dépasse 
nas une certaine limite, aux deux conditions énoncées, par des valeurs 
de X, J, ... qui seront développées en séries convergentes, et qui repré- 
senteront les intégrales générales des équations différentielles données, h 
y a plus : on peut affirmer que, dans V hypothèse admise, ces intégrales 
générales seront les seules valeurs de x, y, z, . . . qui, variant avec t par 
degrés insensibles, rempliront, pour un module suffisamment petit de 
t — T, les deux conditions énoncées. Enfin, comme les divers termes des 
séries obtenues seront des fonctions monodromes, monogênes et finies de 
la variable t, on pourra en dire autant des valeurs trouvées des variables 
X, y, Z, . . ., ou même dé une fonction monodrome, monogène et finie 
(le ces variables. 

Les (liéor'emes I et H entraînent avec eux, comme conséquence 
immédiate, la proposition suivante : 

TiirouKMU II I . — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IL 
les inconnues x, y, z, . . . pourront être développées, à V aide des for- 
mulas établies dans le Mémoire de i835, en séries qui seront convergentes, 
tant que le module de la différence t — ri atteindra pas une limite 
pour laqiudle se vérifie V une des équations 
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buées à ces variables; et concevons que l’on assujettisse l’inconnue x à la 
double condition de vérifier, pour une valeur variable de t, l’équation 
différentielle 

(4) = 

et de se réduire à \ pour t —'z. L’inconnue x pourra être développée, à 
l’aide des formules établies dans le Mémoire de i835, en une série qui 
sera convergente, tant que le module de la différence t — t n atteindra 
pas une limite pour laquelle se. vérifie l’une des deux équations 

(5) 1=0, 

(6) l. = o, 

ou bien encore une limite pour laquelle X, en conservant une valeur finie, 
cesse d’être une fonction rnonodrome et mono gène de x et de t. 

Etant donné entre la variable indépendante t, et x inconnues x, y, 
Z, ... un système d’équations différentielles du premier ordre, ave<- 
les valeurs particulières v], ... de x, y, z, . . . , correspondantes 

à une valeur particulière i de la variable t, on peut demander de cal- 
culer numériquement d’autres valeurs particulières de x, y, z, ... 
correspondantes à une autre valeur particulière de t. Pour effectuer 
cette opération, que j’appellerai intégration définie, il n’est pas néces- 
saire de former d’abord les équations qui fournissent, pour une valeur 
variable de t, les valeurs de x, y, z, ... et représentent les intégrales 
générales des équations différentielles données; et l’on peut, sans 
rccliercher ces intégrales, exécuter une intégration définie, en sui- 
vant la marche que j’ai tracée dans mes Leçons de seconde année à 
l’Ecole Polytechnique, et que j’ai rappelée dans le § I du Mémoire 
de i835. Cela posé, il est aisé de voir que l’intégration définie suffira 
généralement à la détermination de la limite au-dessous de laquelh^ 
le module de la différence t — i devra s’abaisser pour que les déve- 
loppements propres à vérifier une ou plusieurs équations différen- 
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tielles demeurent convergents. Concevons, pour fixer les idées, que 
les équations différentielles données sc réduisent à l’équation (4), et 
que la fonction .Y ne cesse jamais d’étrc monodrome et monogène. Si 
d’ailleurs X ne se présente jamais sous une forme indéterminée, la 
limite cherchée sera le module d’une valeur de i! — t pour laquelle se 
vérifiera ou la formule (5) ou la formule (6). D’ailleurs, si l’on pose 

I I 

U — y U — -r - J 

^ i 

et si l’on nomme T ce que devient le rapport — ~ quand on y rem- 
place cc par il suffira, pour obtenir la valeur de ^ — t propre à véri- 
fier la formule (5), d’appliquer l’intégration définie à l’équation dif- 
férentielle 

( 7 ) 

et de chercher la valeur de t correspondante à une valeur nulle de n, 
on supposant la variable t assujettie à prendre, pour u = u, la valeur 
particulière f = t. Pareillement, si l’on pose 

( 8 ) «=-^5 

a étant la valeur de X qui correspond aux valeurs t des variables 

F2 

X, t, et si l’on nomme T ce que devient le rapport — ,, 

jJ I yx. -f- -rl 

quand on y remplace x par sa valeur tirée de la formule 

-r= -, 

LL 

il suffira, pour obtenir la valeur de t — t propre à vérifier la for- 
mule (6), d’appliquer l’intégration définie à l’équation 

!)„<=. r, 

et de chercher encore la valeur de t correspondante à une valeur nulle 
de u, en supposant la variable t assujettie à prendre, pour m = u, la 
valeur particulière t-='z. 
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On ramènerait de même à l’intégration définie la recherche des 
valeurs de t propres à fournir la limite au-dessous de laquelle devrait 
s’ahaisser le module de la différence t ~ 'z, pour que les développe- 
ments des intégrales d’un système d’équations différentielles du pre- 
mier ordre demeurassent convergents. On pourrait même, dans ce 
calcul, supposer quelques-unes des équations différentielles rempla- 
cées par des équations finies, en vertu desquelles certaines variahles 
deviendraient fonctions des autres; enfin on pourrait substituer avec 
avantage le système de ces diverses équations, les unes différen- 
tielles, les autres finies, à une équation différentielle ou à un système 
d’équations différentielles où se trouveraient des fonctions qui, tout 
en conservant des valeurs finies, cesseraient d’être monodromes et 
monogènes. 

Nous venons d’expliquer comment l’intégration définie peut servir 
à déterminer les valeurs do t parmi lesquelles se trouve celle qui 
fournit la limite au-dessous do laquelle le module de la différence 
/ — t devra s’abaisser pour que les développements des intégrales 
X, y, Z, ... d’un système donné d’équations différentielles du premier 
ordre demeurent convergents. 

Lorsque les diverses valeurs de t propres à fournir la limite dont il 
s’agit sont toutes infinies, les développements des inconnues x, y, 
Z, ... sont toujours convergents. Donc alors ces inconnues sont des 
fonctions de t qui ne cessent jamais d’être finies, monodromes et 
monogènes; en d’autres termes, elles sont des fonctions synectiques 
de la variable t. D’ailleurs certains caractères qui distinguent cer- 
taines équations différentielles permettent d’affirmer que leurs inté- 
grales sont des fonctions synectiques de t, comme nous le montrerons 
dans un prochain article. 


OKiii^res de C. — S. l, t. XU. 
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549 . 

Calcul intégral. — Addition à la Note insérée dans le dernier 
Compterendu. 

C. R., T. XL, p. 373 (19 février i 855 ). 

Supposons l’inconnue x assujettie : i" à vérifier, pour une valeii 
variable de t , l’équation différentielle 

(1) ■ 

X étant fonction de x et de 2° à prendre, pour i: = t, la valeur pai 
ticulière 

Supposons encore que la fonction X ne cesse jamais d’être monodrom 
et monogëne et ne se présente jamais sous une forme indéterminée 
La valeur de t correspondante au module de t — 'z, pour lequel 1 
développement de l’intégrale x cessera d’être convergent, sera fourni 
par une intégration définie appliquée à l’équation (7) de la page 2ot 
c’est-à-dire, à la formule 

(2) dt =: T du , 

U désignant l’un des rapports ^5 et cette valeur de t, que je dés 
gnerai par t, devra correspondre à la valeur zéro de la variable u. 

Si l’on attribue à u non plus une valeur nulle, mais une valeur int 
niment petite, t devra très peu différer de t; donc alors la différenc 
t — i deviendra elle-même infiniment petite, si la valeur t de t resi 
finie. D’ailleurs, on tirera de l’équation (2) 

( 3 ) 

t étant considéré, sous le signe y, comme fonction de la variable i 
et par suite la différence t — t, devenue infiniment petite, sera repri 
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sentée par l’intégrale singulière 


(4) 



dans laquelle £ et ^ — t seront infiniment petits, en sorte qu’on pourra 
généralement y poser, sans erreur sensible, t = t. Donc, pour que la 
valeur t de / reste finie, il sera nécessaire que cette intégrale singu- 
lière offre une valeur infiniment petite. C’est ce qui arrivera, en 
général, quand on aura « = ÿ* Mais, si l’on prend u = -b, l’inté- 
grale (4) deviendra 

1 

r"' dx 


Eli conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si, la fonction X ne cessant jamais (V être monodrome 
ou monogêrie^ U intégrale singulière 


1 



0 


conserve une valeur finie, la valeur t de t, pour laquelle le dèveloppemenl 
de l’intégrale x de l’équation (i) cessera d’ être convergent, rendra la 
fonction x infinie ou indéterminée. 

Corollaire. — Comme l’intégrale singulière 



loin d’acquérir une valeur infiniment petite, est équivalente à 



par conséquent infinie, l’intégrale (5 ) ne pourra généralement devenir 
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infiniment petite que dans le cas où la supposition ^ = ^ entraînera 
la condition 


Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Si Von nomme X une Jonction de x et de t, qui, tou- 
jours monodrome et monogène, ne devienne jamais ni indéterminée, ni 
infinie, pour des valeurs infinies de x et de t', si d’ailleurs, pour une 
valeur finie de t, le rapport ^ ne s’évanouit pas avec l’intégrale x 
de l’équation 

BcÆ - A' 

sera une fonction synectique de t. 

Corollaire. — Si X est une fonction entière de x et t, cette fonction 
ne pourra devenir infinie qu’avec les deux variables æ, t, ou du moins 
avec l’une d’entre elles. Donc alors, si, pour une valeur Unie de la 
variable t, le développement de l’intégrale x de l’équation 

cesse d’être convergent, on aura tout à la fois, pour cette valeur tinie 
de t, 


Mais ces deux dernières conditions s’excluront l’une’l’autre, si X est 
indépendant de x, ou du premier degré en x, c’est-à-dire si l’équa- 
tion proposée est linéaire et de la forme 

(8) D,a? = a-f(0 + F(0, 

f(0. F(0 désignant deux fonctions entières de t. Donc, en vertu du 
théorème II, I intégrale générale de l’équation (8) sera une fonction 
synectique de ï j ce qu on reconnaît aisément à la seule inspection de 
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cette intégrale représentée par la formule 



En général, si le rapport ne s’évanouit pas avec et si X ne 

cesse jamais d’être monodrorne et monogène, le développement de x 
ne pourra cesser d’être convergent que pour un module de <! — v cor- 
respondant à une valeur de t qui rendra la'fonction X infinie ou indé- 
terminée. Ainsi, par exemple, le développement de l’intégrale x de 
l’équation 


a étant un coellîcicnt constant, ne pourra cesser d’être convergent 
que pour une valeur de t déterminée par la formule 


(il) 


OC O, 


Il est aisé de vérifier cette conclusion, attendu que l’intégrale de 
l’équation (lo) est 

(la) t — “ — {x — a), 

et que la valeur de x tirée do cette dernière formule se développe en 
série convergente jusqu’au moment où le module de la différence t — t 
atteint la limite pour laquelle se vérifie la condition 


- (£ -ht -4- a)e " 
a ^ 


OC t 
h O. 


a 
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550 . 

Calcul intégral. — Sur la nature des intégrales d’un système 
d’équations différentielles du premier ordre. 

C. R., T. XL, p. 376 (19 février i855). 

Le second des théorèmes rappelés dans la précédente séance entraîr 
évidemment la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient, comme dans les précédents Mémoires, 

œ, y, =, ... 

des inconnues assujetties : \° à vérifier, pour une valeur variable de 
des équations différentielles de la forme 

(r) D,/ = r, T[)tz = Z, 

X, Y, Z, .. . étant des fonctions données de t, x, y, z, . . 1° à prendi 

pour t = 1, les valeurs particulières 

( 2 ) x — l, y = -n, ...; 

et supposons que les fonctions 

r, Z, ... 

restent monodromes, monogènes et finies dans le voisinage des valet 

V], t, . attribuées aux variables x, y, z On pourra sat 

faire, pour un module suffisamment petit de la différence t — v, ai 
deux conditions énoncées, par des valeurs convenables de x, y, z, . . 
ces valeurs, qui représenteront les intégrales des équations (i), serc 
des fonctions monodromes, monogènes et finies de t, tant que la dij 
rence t — t: rî atteindra pas une limite pour laquelle se vérifie l’une i 
conditions 


(3) 

I 

- ~0, 

X 

I 

- 

y 

I 

“ =0, 

(4) 

d=». 

ï 

I 

Z ~ 
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ou bien encore une limite pour laquelle une des fonctions 

A% F, Z, ... 

offre une valeur indéterminée (^), ou cesse d'être une fonction mono- 
drome et mono gène des variables t, œ, z, . , , , 

Le théorème I entraîne évidemment la proposition suivante : 

Théorème IL — Conce^>ons que, 'T étant V a ffixe d'un point déter- 
miné A, on nomme S une aire qui de toutes parts enveloppe le point A/ ej 
que l'on assujettisse le point mobile P, dont la variable réelle ou imagi- 
naire l représente V ajfixe, à demeurer compris dans l'aire S. L'aire S 
venant à croître et à s'étendre de plus en plus autour du point A, le^ 
v>aleurs de x, y, z, . . . , assujetties à vérifier les équations (i) et les con- 
ditions ( 2 ), seront des fonctions monodromes, mono gènes et finies di 
V affixe l, jusqu'au moment où cette affixe vérifiera, pour un ou plusieun 
points situés sur le contour de l'aire S, l'une des formules (3) ou (4), 01 
bien encore l' une des formules qu'on obtiendra en supposant indéter 
minée L'une des fonctions 

A\ F, Z, 

ou enfin l'une des formules qui exprimeront que X, Y, Z, en conser 
mat des valeurs finies, cessent d'être des fonctions monodromes et mono 

gènes de t, x, y, z, D'ailleurs, d'après ce qui a été dit dans le 

dernière séance, /'intégration définie suffira généralement à la détermi- 
nation des divers points dont il s' agit, et des valeurs de t correspondante: 
à ces mêmes points. 

Corollaire L — Si les fonctions 

X, F, Z, ... 

(1) Le cas où Tune des fonctions X, Y, Z, ... offre une valeur indéterminée m6riL( 
une mention spéciale, cette indétermination pouvant se produire pour certaines valeur! 
des variables, sans que la fonction cesse d’être, pour des valeurs voisines, monodrom< 

et monogène. Ainsi, par exemple, la fonction ' — - — reste monodrome et monogène, dans 

le voisinage des valeurs .r = 0 , r = 0 , qui la rendent indéterminée. 
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ne cessent jamais d’être monodromes et monogènes, les intégrales x, 
y, Z-, ... des équations (i) ne pourront cesser de l’être que pour 
(les valeurs de t propres à rendre ces fonctions indéterminées, ou à 
vérifier les formules (3) ou (4). D’ailleurs, à ces valeurs de t corres- 
pondront des points isolés C, C', C", . . . , complètement déterminés de 
position dans le plan des affixes. Soient t la valeur linic de i l'clative à 
l’un de ces points, et 

L V, .1, . • • 


les valeurs correspondantes de x,y, z, Pour savoir si les inté- 

grales X, y, Z, ... des équations (i) cessent d’être monodromes et 
monogènes dans le voisinage de la valeur = t, il suffira de recourir 
à l’intégration par approximation des équations (i) et de éherclicr les 
valeurs x, y, z, ... correspondantes à des valeurs infiniment petites 
de t — t. On y parviendra sans peine, si les valeui’s r, q, 3, . . . sont 
finies, en observant qu’à des valeurs infiniment petites de / — t cor- 
respondront des valeurs infiniment petites des différences 


y — D, 


et en négligeant les infiniment petits d’ordres supérieurs relativement 
à ceux qui seront d’un ordre moindre. Si une ou plusieurs des quan- 
tités r, q, 3, ... sont infinies, on pourra résoudre la question on suli- 
stituant aux quantités 


des quantités 


c V, 3, 


t, X, y, z, 


qui en soient très voisines ('), attendu qu’alors celles des quan- 
tités r, q, 3, ... qui étaient .infinies se trouveront remplacées par 

(tei'wiabr^'^ plusieurs Mémoires, substituer à celles 

Tî • • • 

qui deviendront infinies pour r = t, les rapports qui correspondront à ces variables clans 

ï T 


I 
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des quantités finies, mais dont les modules seront très considé- 
rables. Si, pour abréger, on pose 

(5) t — t = 6 , x — x — a, y — y — è, z — z — y 

on pourra, dans tous les cas, substituer aux équations (i) des équa- 
tions différentielles entre les variables 

0 , a, 6, y, ... 

et intégrer par approximation ces équations différentielles en suppo- 
sant les nouvelles variables infiniment petites. 

Ajoutons que, si quelques-unes des fonctions X, F, Z, ...» étant 
implicites, cessent d’être monodromes et monogènes, on pourra sou- 
vent, avec avantage, comme je l’ai montré en 1846, substituer aux 
équations finies qui déterminent ces fonctions implicites do nou- 
velles équations différentielles. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’intégrer l’équation 
différentielle 


(6) \iix—y, 

Y étant une fonction implicite de x déterminée par la formule 

(7) — O. 

dans laquelle {(^x,y') désigne une fonction toujours monodrome et 
monogène de x et de y. Supposons d’ailleurs que, pour 1 = 1, on 
doive avoir x=^ et, on vertu de la formule (7), j = y]. A l’intégra- 
tion de l’équation (G) on pourra substituer avec avantage l’inté- 
gration simultanée de deux équations différentielles 

( 8 ) J)tx = y, Dif — F, 


la valeur de F étant 
(9) 


Y — — 


et les intégrales x, y étant assujetties à prendre, pour it = T, les 

OSuvres de C. — S. 1 , t. XII. 28 
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valeurs particulières rj. Cela posé, l’aire S venant à s’étendr 
les valeurs de i, pour lesquelles les intégrales cv, y pourront cess 
d’être des fonctions monodromes et monogèncs de ü, seront cell 
pour lesquelles se vérifiera l’une des formules 

(|_0) ^ — = 

OU bien encore la formule 
, . rD*fC»,j)_o 

” Dyl'(«,/) O 

Soient t l’une de ces valeurs de i, et t une autre valeur très vc 
sine. Soient d’ailleurs x, y les valeurs de æ; et y correspondant* 
h Z = t, et posons, pour abréger, 

(12) t—l = 0 , x — %~cc, y — y — Q; 

a, 6 deviendront infiniment petits en môme temps que 0, et en ver 
de l’équation (7), si a est un infiniment petit du premier ordre, 6 se 
un autre infiniment petit dont l’ordre sera un nombre fractionnai!’ 
Soit jj. cet ordre. Pour que l’intégrale a; ne cesse pas d’être une fon 
tion monodrome et monogène de t, dans le voisinage de ta valeur d( 
attribuée à /, il sera nécessaire et il suffira que [x soit de l’une d 
formes 

I I 

I — ^ I J J 

n n 

n étant un nombre entier quelconque. 

En appliquant ces principes au cas où î{x,y') est une fonctic 
entière des deux variables x, y, on déterminera généralement av* 
facilité les conditions sous lesquelles l’intégrale x de l’équation (( 
est une fonction toujours monodrome et monogène de la variable 
Si l’on suppose en particulier 
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F(æ) étant une fonction entière de x, on retrouvera les résultats 
obtenus par MM. Briot et Bouquet. 

Si l’on supposait 

Q, 

P, Q étant des fonctions entières de x, alors, pour que l’intégrale x 
ne cessât pas d’être monodrome et monogène avec la valeur de t cor- 
respondante à une valeur infinie de x, il serait nécessaire que le 
degré de la fonction P se réduisît à l’un des nombres 

O, ï, 2, 3, 4, 

et le degré de la fonction P-— Q a l’un des nombres 

O, 2, 3, 4> 5, 6, 8 J 

alors aussi, pour que l’intégrale x ne cessât pas d’être monodrome et 
monogène dans le voisinage d’une valeur de t correspondante à la 
dernière des formules (lo), il serait nécessaire que l’équation 

P--—Q — Q 

n’admît pas de racines simples. 

Nous venons do voir comment on peut ou démontrer que les inté- 
grales X, y, Z, .. . des équations (i) sont des fonctions toujours mono- 
dromes et homogènes de ta variable t, ou déterminer les valeurs de t 
pour lesquelles ces intégrales cessent d’être monodromes et mono- 
gènes. Si, dans lo dernier cas, on cherche, parmi les valeurs trouvées 
de t, celle qui fournit le plus petit module de ^ — t , celui-ci sera la 
limite au-dessous de laquelle il suffira d’abaisser le module de la dif- 
férence t — 'Z pour obtenir des valeurs de x, y, s, . . . ,■ développables 
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de 
cette différence. 

Nous remarquerons, en finissant, que les fonctions monodromes 
et monogènes sont précisément celles auxquelles s’appliquent les 
divers théorèmes que nous avons insérés dans le Tome XXXII des 
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Comptes rendus (année i85i, i'*’ semestre), spécialement le théorème 
énoncé à la page 212 (0 et ceux qui s’en déduisent. 


551 . 

Analyse mathématique. — Sur Ici distinction et lu representcilion 
des fonctions continues et discontinues. 

C. R., T. XL, p. 382 (19 février i855). 

Un moyen efficace d’accélérer les progrès des Sciences mathéma- 
tiques est de perfectionner les notations. Il importe surtout que ces 
notations soient claires, précises, et n’exposent jamais le lecteur à 
confondre entre elles des quantités ou des fonctions complètement 
distinctes. Pour éviter cet inconvénient, j’ai cru devoir, dans mon 
Analyse algébrique, publiée en 1821, restreindre le sens des nota- 
tions dont on se servait pour exprimer les logarithmes réels ou ima- 
ginaires, des puissances fractionnaires ou irrationnelles, et les arcs 
correspondants à des lignes trigonométriques données. Le parti que 
j’ai pris alors d’appliquer chacune de ces notations à une seule fonc- 
tion dont la valeur dépendait uniquement de la valeur attribuée à la 
variable a été généralement adopté par les géomètres. J’ai moi -menu' 
constamment suivi cette règle depuis 1821. Seulement, dans mes d(M’- 
niers Ouvrages et Mémoires, j’ai, avec M. Bjœrling, étendu l’usage de 
chaque notation au cas même où la partie réelle de la variable dont 
une fonction dépend est une quantité négative. 

Toutefois, il importe de le remarquer, entre les propriétés dont 
jouissent les diverses fonctions habituellement employées en Analyse, 
l’une des plus saillantes est la continuité, telle que je l’ai définie dans 
l’Ouvrage cité, en nommant fonctions continues celles qui acquièrent 
des accroissements infiniment petits pour des accroissements infîni- 


(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 3ii. 
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ment petits des variables dont elles dépendent; et, pour ce motif, il 
semblerait utile, suivant une observation judicieuse de M. Hermite, 
d’appliquer les notations usitées, non plus à des fonctions qui, uni- 
quement dépendantes de la valeur attribuée à une variable, devfennent 
discontinues quand cette variable dépasse certaines limites, mais à 
des fonctions assujetties à varier avec elle par degrés insensibles, 
par conséquent à des fonctions qui ne cesseraient jamais d’être con- 
tinues. 

J’ai cherché à réunir les avantages que présentent l’une et l’autre 
méthode, et j’ai reconnu qu’on pouvait y parvenir à l’aide d’un pro- 
cédé très simple. Ce procédé, qui multiplie les ressources de l’Ana- 
lyse, consiste à introduire simultanément dans le calcul deux espèces 
de fonctions, les unes toujours continues, les autres continues seu- 
lement entre certaines limites, mais uniquement dépendantes des 
valeurs attribuées aux variables. Je me sers, pour exprimer ces der- 
nières fonctions, des notations usuelles; quant aux fonctions qui 
deviennent toujours continues, je les distingue à l’aide d’un trait 
horizontal, qu’il est naturel de prendre pour signe de cette conti- 
nuité, et que je superpose aux notations dont il s’agit. 

Ainsi, en particulier, r étant le module et p l’argument principal 
d’une variable imaginaire 

Z ZZZ Vpy 

celui des logarithmes népériens de z, dans lequel le coefficient de i 
est renfermé entre les limites — u, sera, suivant l’usage, repré- 
senté simplement par la notation Is, en sorte qu’on aura 

1 3 = 1 7- -h i jo ; 

mais, en superposant un trait horizontal à la lettre caractéristique 1, 
nous représenterons par la notation 

U 

un logarithme népérien de la variable s, assujetti à varier avec elle 
par degrés insensibles. D’ailleurs, il n’est pas sans intérêt de com- 
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parer entre eux des logarithmes de l’une et l’autre espèce, comme 
nous allons le faire voir en peu de mots. 

Soit Z une fonction toujours monodrome, monogène et finie de la 
variable soit encore '( une valeur particulière attribuée à Conce- 
vons d’ailleurs que, dans un plan donné, ‘C soit l’aflîxe d’un point 
déterminé A, s l’affîxe d’un point mobile P, et que le point P soit 
assujetti à se mouvoir, avec un mouvement de rotation direct, sur le 
contour d’une certaine aire S. Nommons s l’arc AP mesuré sur ce con-, 
tour à partir du point A, et faisons 

(0 Z = X-^Y\, 

X, Y étant réels. Enfin, supposons que Z ne s’évanouisse on aucun 
des points situés sur le contour de l’aire S, et que, pour ou, 

ce qui revient au même, pour ^ = o, on ait précisément 

(2) IZ = \Z. 

s venant à croître, X, Y varieront avec s par degrés insensibles, et 1 Z 
ne pourra cesser d’être fonction continue de s qu’à un instant où, 
X étant négatif, Y passera d’une valeur négative à une valeur posi- 
tive, ou d’une valeur positive à une valeur négative. Or, à un tel 
instant, la fonction IZ, devenue discontinue, passera brusquement 
de la valeur — zi à la valeur Tri, ou de la valeur -rri à la valeur —Tri; 
et par suite, pour qu’elle redevienne continue, on devra lui ajouter 
dans le premier cas — azi, dans le second cas azi. Cela posé, con- 
cevons que, pour une valeur de s propre à vérifier la condition 

(3) F.- O, 
on nomme indice de la fonction 

£ 

Y 

une quantité qui se réduise à zéro quand ce rapport, en passant par 
1 infini, ne change pas de signe, et à -i- i ou à — i lorsque dans ce 
passage il change de signe, savoir à + 1 quand il passe du négatif 
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au positif, et à — I dans le cas contraire. Il est clair qu’à partir du 
moment où, pour la première fois, la valeur de s vérifiera l’équa- 
tion (3) avec la condition 

(4) -r<o, 

la formule (2) devra être remplacée par la suivante 

(5) ÎZ = iZ-t- 27tki, 

k étant l’indice correspondant à cette valeur de s. Par suite aussi, 
lorsque le point mobile P aura décrit, avec un mouvement de rota- 
tion direct, une portion quelconque du contour c de l’aire S, on aura 

(6) [Z=IZ -h 

K désignant la somme des indices de la fonction y correspondants 
aux diverses valeurs de s qui vérifieront l’équation (3) avec la con- 
dition (4). Enfin, si l’on désigne par la notation [S] la valeur qu’ac- 
quiert cette somme à l’instant où le point P revient à sa position ini- 
tiale A après avoir décrit le contour entier c de l’aire S, on aura en cet 
instant, c’est-à-dire pour s = c, 

( 7 ) iz=]ZH-2'K[S]i: 

Par conséquent, le produit 2-11 [S] i représentera l’accroissement que 
prendra la fonction \Z, tandis que l’arc s passera d’une valeur nulle 

à la valeur c. Pareillement, si l’on désigne par la notation (S) la 

JT 

somme des indices de la fonction y correspondants aux diverses 
valeurs de s qui, étant égales ou inférieures à c, vérifieront l’équa- 
tion (3) avec la condition 

(8) . jr>o, 

le produit 2-îr(S)i représentera l’accroissement que prendra la fonc- 
tion î(— Z), tandis que l’arc j passera d’une valeur nulle à la valeur c; 
et par suite, si l’on suppose que, pour ^ = 0, on ait précisément 


(9) 


l(-Z)=-ï{-Z), 
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on aura, pour s = c, 

(10) l(-Z)=:l(-Z)-h2n(S)i, 

la valeur de 1 (- Z) étant la même dans les formules (9) et (10). Par 
suite aussi l’accroissement que prendra la difFéience 

î(-ir)-ïz, 

quand S passera d’une valeur nulle à la valeur c, sera le produit do 
2r. \ par la différence 

(S)-[S]. 

Mais, de ces deux différences, la première évidemment devra se 
réduire à l’accroissement que prendra 

î(- 0 , 

quand le point mobile P aura décrit le contour entier de l’aire S, 
c’est-à-dire à zéro, puisque ï(— i) sera indépendant de .v. Donc la 
seconde différence devra elle-même s’évanouir, et l’on aura 

(11) [S] = (S). 

Ainsi, tandis que l’arc s passe d’une valeur nulle à la valeur c, la 
somme des indices de la fonction y correspondants à des valeurs 
négatives de A coïncide avec la somme des indices correspondants à 

des valeurs positives de X; chacune de ces deux sommes est dorn; 

T' 

la moitié de la somme totale des indices de la fonction ou, en 

d’autres termes, la moitié de son indice intégrai. 

Lorsqu’on considérant non plus des logarithmes, mais des puis- 
sances fractionnaires ou irrationnelles, ou des arcs de cercle corres- 
pondants à des lignes trigonométriques données, nous assujettirons 
ces diverses fonctions à la loi de continuité, nous indiquerons encore 
cette circonstance à l’aide d’un trait horizontal superposé h ces fonc- 
tions, en écrivant par exemple : 

si'', ai’ctangs, arcsins, .... 
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D’ailleurs la comparaison de ces fonctions à celles qu’indiquent les 
notations usuelles fournira encore des équations analogues aux for- 
mules (5), (6), (7) et (10). 

Dans un autre article, nous montrerons avec quelle facilité on 
déduit de ces formules le théorème sur le nombre des racines ima- 
ginaires d’une équation propres à représenter les affixes de points 
enveloppés par un contour donné, et d’autres propositions qui méri- 
tent d’ètre remarquées. 


552. 

Calcui. iNi'iNiTÉsiMAL. — Sur les rapports différentiels des quantités 
géométriques , et sur les intégrales synectiques des équations 
différentielles. 

G. R., T. XL, p. ^45 (aC février i855). 

§ I. — Rapports différentiels des quantités géométriques. 

Soient x, y deux quantités géométriques, et i, r\ deux valeurs 
qu’acquiî'.rcnt simultanément ces mêmes quantités. La valeur cor- 
respondante du rapport différentiel 

(Iv 

ne sera autre chose que la limite vers laquelle convergera le rapport 
aux différences finies 


tandis que le module de la différence £c — ^ décroîtra indéfiniment. 
D’ailleurs cette limite, qui dépendra généralement de la valeur I 
attribuée à a;, dépendra, en outre, si y n’est pas une fonction mono- 
gène de X, de l’argument de la différence a; — L ou, en d’autres 

OJiuvres de O. — S. I, t. XU. ^ 
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termes, de la direction qu’aura la droite menée du point dont ^ est 
l’atFixe, au point mobile dont l’affixe est représentée par la lettre jr. 

Si les variables x, y sont des fonctions données d’une autre 
variable f, on pourra dire encore que le rapport différentiel 


( 3 ) 


cly _ Dt .e 


la limite vers laquelle converge le rapport aux différences finies 


y 

tandis que ^ s’approche indéfiniment de la limite t pour laquelle on 
a a7 = i, y = y]. D’ailleurs, si l’on nomme p le module et u l’argii- 
ment de la différence t — z, en sorte qu’on ait 


^ V — pnx, 

la limite dont il s’agit pourra dépendre de l’argument cr. 
Si, T étant nul ou même infini, on pose simplement 


t — pîj) 

la valeur commune des deux rapports 

UiJ ,y — ‘0 

btx" x-'i’ 

correspondante à la valeur v de dépendra encore généralement de 
l’argument nr de la variable f, ou, ce qui revient au même, de l’argu- 
ment — CT de 


Si rj s’évanouissent, la valeur de 

-Z — lliZ 

d,r Btx’ 

correspondante à ^ ne sera autre chose que la limite vers laquelle 


convergera le rapport 
(4) 


EXTRAIT N“ So2. 


227 


æ 

tandis que t s’approchera indéfiniment de c. 

Pour faire mieux saisir ce qui précède, supposons 

(5) d? = cos;, .J — siii<; 
la valeur du rapport 

V pt \ P — t i 

•h — tangi! =— i T.^ 

correspondante à une valeur infinie de t, sera — i ou i, suivant que 
le coefficient de i dans t sera négatif ou positif, ou, ce qui revient au 
même, suivant que sinni sera négatif ou positif; et il est facile de 

s’assurer que la valeur de — > correspondante sera elle- 

même égale à — i dans le premier cas, à i dans le second. 

Si l’on posait 

(6) X — cos l'", y — sin t.”‘, 

m étant un nombre entier, alors, pour t — -, la valeur commune dos 
deux rapports 

y ‘It 

X ’ d.c 

passerait fois de la valeur — i à la valeur i, ou réciproquement, 
tandis que l’on ferait varier l’argument nr entre les limites — -, 

Les rapports (i) ou (3), et ( 2 ) ou (4) ayant la même valeur pour 
/ = 1 , leur valeur commune pourra se déduire de la considération de 
l’un quelconque de ces deux rapports. Cette remarque peut quelque- 
fois être utile. Concevons, pour fixer les idées, que les variables x, y 
soient assujetties à vérifier les équations différentielles 

( 7 ) ]i),y = x, .Btx — — j, 

et que l’on demande la valeur du rapport ^ pour une valeur infinie 
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de la variable indépendante t. En nommant 0 cette valeur, on aura, 

pour ^ 

Z — ËiZ-fl 

æ ’ 

et par suite les formules ( 7 ), desquelles on tire 

__ f 

donneront 



Donc le rapport ^ offrira, pour f ^ deux valeurs distinctes — i, 
+ i, ce qui est exact. 

§ IL — Intégrales synecUques d’équations différentielles. 

J’appelle synectique une fonction qui, pour une valeur finie de la 
variable dont elle dépend, est toujours, non seulement monoilrome et 
monogène, mais encore finie. Les fonctions entières d’une variabb* 
indépendante t, et celles qui se développent, suivant les puissances 
entières et ascendantes de t, en séries toujours convergentes, par 
exemple 

e‘, cosf, siiif, 

sont des fonctions synectiques de t. 

Etant donné, entre la variable indépendante t et plusieurs incon- 
nues a?, j, Z, ..., un système d’équations différentielles, on pourra 
souvent, à 1 aide des principes exposés dans les séances précédent(?s, 
s assurer que leurs intégrales sont des fonctions synectiques de t. 

Concevons, pour fixer les idées, que x et y soient assujetties à 
vérifier les deux équations 

l)ta;=y, Bty=-x. 

Les seules valeurs de t pour lesquelles x, y pourront cesser d’être 
monodromes et monogènes seront celles qui correspondront à des 
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valeurs infinies de x ou dey. D’ailleurs, à une valeur finie cio l’une 
des variables x, y répondra, on vertu des formules (r), une valeur 
finie de l’autre. Donc elles deviendront simultanément infinies, et 
ne pourront cesser d’être monodromes et monogènes que pour une 
valeur t de t, qui rendra cr et y infinies. D’ailleurs, si l’on nomme 0 
la valeur qu’acquerra le rapport pour des valeurs infinies de x et 

dey, on trouvera (voir le § I) 0 =±: i, et l’on aura sensiblement, 
pour de très grands modules de x et dey. 

Donc, pour une valeur de t voisine de t, la première des équa- 
tions (i), que l’on peut écrire comme il suit, 


donnera sensiblement 

(ït 

par conséquent 

Donc la valeur t de « correspondante à des valeurs infinies de x et 
d(‘, y sera elle-même infinie, et, pour des valeurs finies de les inté- 
grales X, y des équations (i) seront toujours, non seulement mono- 
dromes et monogènes, mais encore finies; en d’autres termes, ces 
intégrales seront des fonctions synectiques de i. Cette conclusion est 
d’ailleurs facile à vérifier, puisque, en intégrant les équations (i), 
on trouve 

jv=:/’COs(t — t), y = sin(i — i), 

r, ■V étant deux constantes arbitraires. 

Lorsqu’une fonction ^ do t est toujours monodrome et monogène, 


ûtz= — cl la; 


^ d la-. 


r , X 

t — x = — -T l-, 
0 O 


^ ^ ^ I J a; I 

‘ 00 O 
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on peut eu dire autant du rapport 



et môme de la dérivée 

D?i5, 

n étant un nombre entier quelconque. Si cette dérivée se décompose 
en deux parties u et v, toujours monodromes et monogènes, on pourra 
satisfaire à l’équation 

(2) Di*ïj — « + (’, 

en posant 



(4) D?l/ = «, D?l,r=r, 

et alors x, y seront encore monodromes et monogènes. 11 y a plus : 
X, y seront toujours finies, pour des valeurs finies de l, et se rédui- 
ront en conséquence à des fonctions synectiques de l, si les fonc- 
tions U, e restent finies, la première quand on pose ^ la seconde 
quand on pose ^ = o. Ce principe fécond s’applique avec avantage h 
la discussion des intégrales des équations différentielles. Il met (ui 
évidence leurs diverses propriétés, et conduit, avec une grande faci- 
lité, à la représentation, sous forme fractionnaire, des fonctions cir- 
culaires, elliptiques et abéliennes. Pour donner une idée de ces appli- 
cations, je me bornerai à deux exemples. 

Considérons d’abord la fonction circulaire 

(5) x: = un)g(r — -). 

Elle se confond avec l’intégrale ^ de l’équation différentielle 

(6) D, = = i + ==, 

cette intégrale étant assujettie à s’évanouir avec la différence t — 

D ailleurs, en vertu de la formule (6), z sera une fonction toujours 



E\TI!UT 

1 I 

rnonmlroiii,. <-r hoiiinjri-nc «h* /. saii> .-iiv | , . 

vah'ur iiiîînif il<* ^ ciîrrf.spondra iim* valeur finie .|r /. M.n- . - j . = 
faire à l*é([nîilion ('(i ), jiréseiilée suu> la fnrnie 

(7) 

il suffira «le jniser 
(3) 

(S) Ifj v-', 1>, i e--;. 

et alors a:-, v serenf certainement synecti«jues, piiÎMju'iK e. i 

seulement monodromt's et monogi-nes, mais t.iiij..iii> tini^ - 

valeurs finies de /, r ne cessant pas de IVtre |e.iir ^ r: i. m j,.,, , 

= O. On arriverait encore à cette conclusinn en .d.- rvan! .|u !• - 
équations (8), eu égard à la lonmile ( if ). eoineid.-iit .iv»-' le-t .jü.i- 
tions (i). 

Considérons en siîcond lieu rintégralc ; de r.-.jnalinii dill. reii- 
tielle 

(9) D,-~Z, 
la valeur de Z étant de la forme 

(10) Z ~ h{\ — az]'^ — bzf' — 

les lettres a, h, c, /i désignant d’ailleurs des paramètres «jiiel- 
conques réels ou imaginaires, et a, u.', u.’’, ... étant «les fradio»- 
réduites à leurs plus simples expressions. Supposons que doive 
réduire à s pour t = -. Nommons m le nombre des exp<is;nit> 'i. a . 
U.", . . . , que nous supposerons rangés dans leur ordr«‘ «b* ÿr.i!!d* ,ir. 
ou, ce qui revient au même, le nombre de facteurs variables «le Z. 
dont chacun est réduit par le trait superposé à une fom-lion eentuHii 
de .s; et faisons, pour abréger, 

(i O 


JJL -h + fl' V. 


232 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

Pour que l’intégrale s de l’équation (9) soit une fonction toujours nio- 
nodromc et monogène de i, il sera nécessaire et.il suffira (page 218) 
que chacun des nombres 

jUL, jJ,', pJ', , V 

soit de l’une des deux formes 


(12) 



I 

I — > 
n 


n étant un nombre entier; donc alors, si l’on n’a pas v = o, ce <{ui 
réduirait Z à h et l’intégrale s à la fonction symétrique 'C -+- ~ 

chacun des nombres 


fi, fi', fi", fi*", . . . , V 

sera un des termes de la suite 


(•3) -, ^ 


3’ 


3 

4’ 


4 5 

5 ’ 6’ 


76543 

~ 5 > 7 * ? TJ > 7 

6 5 4 02 


Cette condition étant supposée remplie, on aura nécessairement 


/ V / s 

(i4) — < V < 2, 

2 

le signe < étant censé comprendre le cas d’égalité. En conséquence, 
— ne pouvant surpasser 2, m sera l’un des nombres i, 2, 3 , 4; et, 

• i» 

SI 7 = 2, on aura nécessairement 


(i5) v = 2, fi'=rfi"=fi'"=: a"= 

2 

En outre, le plus petit entre plusieurs nombres no pouvant jamais 
surpasser leur moyenne arithmétique, on aura, dans tous les cas. 


(16) 


^ V 2 

F< — < — 
m m 


et, en particulier, pour /n = 3, 

3 V 

■;i<3> 


Ü7) 


V -zz - OU 2, 
2 ’ 


fi'<liiif, 

2 


P- — P — ]U.', 
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le signe < comprenant toujours le cas d’égalité. Par suite, si m = 3, 
les valeurs de v, i;., p.', ix" seront celles que présente Tune des lignes 
horizontales du Tableau suivant : 


(. 8 ) 



Si maintenant on suppose y. = 2, la formule (id) donnera v> i; 
donc V sera de la forme i -+~ pouvant être infini, et 2 — v sera de 

la forme i — Donc alors, en posant v' = 2 — v, on réduira l’équa- 
tion 
(19) 

il la forme 


(ao) fx'-h v'= a, 

p.', |x", v' étant trois termes d(^ la série (i 3 ). Donc, si l’on n’a pas 
V := 2, et par suite v' — o, les nombres p., \j' propres à vérifier l’équa- 
tion (19) seront deux quelconques des termes compris dans l’une des 
quatre dernières lignes horizontales du Tableau (iB). Si Ton suppo- 
sait V — 2, la formule (iG) donnerait jx <[ 1 , et p., p.' se réduiraient à 
deux nombres de la forme 

I I 

f , J _j J 

n n 

rt pouvant être infini. 

Enfin, si Ton supposait /i = i, p. = v pourrait être Tun quelconque 
des termes de la série (i 3 ). 

OP.avm de C. — S. I, t. XU. 
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Ainsi, dans tous les cas, à l’aide des seules foz’mules (i 4 )> 

(17), (20), on peut déterminer immédiatement, avec la plus grande 
facilité, les divers systèmes de valeurs de a, p-', p-", • ■ . pour lesquelles 
l’intégrale - de l’équation (9) est une fonction toujours rnonodrome 
et monogène de la variable l, et retrouver, de cette manière, les 
résultats obtenus par MM. Briot et Bouquet. D’ailleurs, en adoptant 
l’un quelconque de ces systèmes et en désignant par n le dénomina- 
teur de la fraction v réduite à sa plus simple expression, on tirera de 
la formule (9) 

(21) D?Î 5 = Dr‘f- 


D’autre part, chacune des fonctions pi, a', pi", . .. ayant pour dénomi- 
nateur un diviseur de «, la valeur de D"~' tirée des formules (9) 

et (10), se réduira évidemment à une fonction entière de z et de 

Donc l’équation (21) sera de la même forme que l’équation (2), et 
l’intégrale s de l’équation (9) pourra être présentée sous la forme 

-—Z, 


y et cc étant deux fonctions synectiques de t, déterminées par deux 
équations semblables aux formules (4). 

Si l’on suppose, en particulier. 


( 22 ) 

k désignant une constante réelle ou imaginaire, on aura 



par suite, l’équation (21) sera réduite à la formule 



( 23 ) 
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ot les équations (4) aux deux formules 

(24). D|rjK = -^, = 

en vertu desquelles j-, x seront deux fonctions synectiques de l, dont 
le rapport représentera l’intégrale s de l’équation (9). Si d’ailleurs 
s’évanouit avec t, cette intégrale sera la fonction elliptique sinami, 
dont l’une des plus belles propriétés est celle que nous venons 
d’énoncer, et que manifestent les formules (24). 

La conclusion à laquelle nous sommes parvenu pour l’intégrale de 
l’équation (9) est précisément celle à laquelle M. Weierstrass est 
arrivé, non seulement pour les fonctions elliptiques, mais aussi pour 
les fonctions abélienncs, dans un Mémoire que renferme le Tome XIX 
du Journal de M. Liouville. Dans ce beau travail, l’Auteur, rappelant 
deux autres Mémoires composés par lui sur le même sujet, en 1840 
et T847, énonce le principe général sur lequel s’appuie la décomposi- 
tion de l’équation (3) en deux autres de la forme (4), puis il indique 
la marche qu’il a suivie pour obtenir, sous forme fractionnaire, les 
fonctions abélicnnes. Il ajoute que sa méthode, appliquée aux fonc- 
tions elliptiques, réduit sinam/ à la forme y et x étant détermi- 
nés par les formules 

( 25 ) D? i Y = D? 1.T ~ ■ 

J* . x- 

Autant que j’en puis juger, d’après les indications que donne 
M. Weierstrass, la principale différence entre sa méthode et celle 
que je viens d’exposef consiste en ce que, dans l’une et dans l’autre, 
on arrive, par des considérations différentes, à prouver que les inté- 
grales jk, X des équations (23) ou (25) sont des fonctions synectiques 
de la variable t. 
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Calcul intégral. — Sur la recherche des intégrales monodromes 
et mono gènes d’ un système d’ équations différentielles. 

C. R., T. XL, p. 5ii (5 mars i855). 

Soient x, y, z, ... des inconnues assujetties : i/’à vérifier, pour 
une valeur variable de t, les équations différentielles 

(i) — Dty—r, DiZ = Z, 

X, Y, Z, ... étant des fonctions données de x, y, z, .. .; 2” à prendre, 
pour une valeur particulière 't de t, les valeurs correspondantes 

Y], ‘C, Soit encore t une valeur finie de t, pour laquelle se 

vérifie l’une des conditions 


(2) 


T I 




( 3 ) 




7 



ou pour laquelle une des fonctions X, Y, Z, . . . cesse d’être inono- 
drome et monogène. Il y aura lieu de rechercher si les intégrales 
X, y, Z, ... des équations (r) ne cessent pas elles-mêmes d’êtia^ 
monodromes et monogènes dans le voisinage de la valeur t de la 
variable t, et un moyen de résoudre cette question sera d’intégrer 
par approximation les équations (i). J’ajoute que, dans beaucoup de 
cas, on pourra se dispenser de recourir à cette intégration, et par- 
venir à la solution cherchée en s’appuyant sur les considérations sui- 
vantes. 

Nommons 

*, R, 3, ... 

les valeurs particulières de x, y, z, ... correspondantes à la valeur t 
de t, et supposons d’abord que ces valeurs soient des quantités finies. 
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Pour savoir si, dans le voisinage de la valeur t attribuée à t, les inté- 
grales cc, y, Z, ... des équations (i) cessent ou ne cessent pas d’être 
monodromes et inonogènes, il faudra comparer à la différence / — t 
les différences correspondantes 

r — 0, Z—}, 

qui devront être en même temps qu’elles infiniment petites, et cher- 
cher d’abord de quels ordres seront ces dernières quand on considé- 
rera t — i comme un infiniment petit du même ordre. Or, ces diffé- 
rences étant généralement des mêmes ordres que les produits 

on pourra, dans la recherche de ces ordres, substituer habituellement 
aux équations (i) les formules 


Concevons qu’en opérant ainsi on trouve les ordres des différences 

x—f, y — r), s — }, ... 

respectivement égaux à 

1 , fl, V, 

Les intégrales æ, y, z, .. . ne pourront rester monodromes et mono- 
gènes, dans le voisinage de la valeur t de t pour laquelle on aura 
X = t, y ~ Z = y ... que, dans le cas où les nombres X, p., v, . . . 
seront tous positifs. Supposons cette condition remplie, et posons 

(5) X — t=:u{i — t)'‘, y— t) — — t)e, z — i = — .... 

La substitution des inconnues u, ç, w, .. . aux inconnues æ, y, z, .. . 
transformera les équations (i) d’autres équations de la forme 

( 6 ) J)iU = U, Dtw—W, 

U, V, W, . . . étant des fonctions de t, u, v, w, — Si, pour la valeur't 
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a, h, c, . . . étant des constantes réelles ou imaginaires, et a, • ■ . 
des exposants entiers ou fractionnaires. Les intégrales a;, j ne pour- 
ront cesser d’ètre monodromes et monogènes dans le voisinage d’une 
valeur particulière t attribuée à la variable /, que dans le cas où à cette 
valeur répondra une valeur infinie de x ou de y, ou une valeur nulle 
ou infinie do X ou de F, ou enfin une valeur nulle de y — x, c’est- 
à-dire dans le cas où se vérifiera l’une des conditions 


(là) 





I 

? 

O 


(K)) .)• 


l 

~~ 7 

a 


J 




I 




I 





J' -- 


D’ailhvnrs, dans le voisinage d’une valeur de pour laquelle se véri- 
ti(u*a rime des conditions (16), les intégrales x, y ne cesseront pas 
d’étre des fonctions inonodroiues et monogénes de t, si chacun des 
(‘X posants 

i?:, 6, y, ... 

(‘St (1(^ rune des trois formes 


r I 

f - - — ) ï , I , 

/^ /^ 


la h'ttre n désignant un nombre entier. Supposons cette condition 
remplie, et faisons 

Dans le voisinage d’une valeur de t, pour laquelle se vérifiera l’une 
d('s conditions (lo), les intégrales x, y ne cesseront pas d’être des 
Ibnctions monodromes et monogènes de t, si la différence 

I — I 

est (dle-môme de l’une des trois formes i Supposons 

encore cette dernière condition remplie. Alors les intégrales x, y ne 
()ourront cesser d’être monodromes et monogènes que dans le voisi- 
nage d’une valeur de t, pour laquelle se vérifiera 1 équation (17)’ 

2 

OEnvres de C, • — S. l, t. XII, 
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ment le théorème énoncé à la page 212 du Tome XXXII des Comi 
rendus ('); on pourra en conséquence développer ces intégrales 
séries, les décomposer en fractions simples ou en facteurs simples, 
et ces développements, ces décompositions pourront s’effectuer pi 
des valeurs quelconques de la variable t, si les intégrales æ, j. s, 
ne cessent jamais d’être monodromes et monogènes. Enfin les forr 
des développements resteront les mêmes, quelle que soit la val 
attribuée à l, si, pour toute valeur finie de t, les intégrales x, y, z-, 
sont non seulement monodromes et monogènes, mais encore finies 
par conséquent synectiques. 

Lorsque les intégrales x, y, z, . . . ne restent pas toujours mo 
dromes et mono.gènes, on peut chercher à établir entre ces intégrt 
et de nouvelles inconnues m, e, m, , . . des relations simples, m 
telles que u, v, w, ... soient des fonctions toujours monodrome! 
monogènes de la variable t. Montrons en peu de mots comment 
nouveau problème peut être résolu. 

Concevons, pour fixer les idées, que les équations (i) soient rc 
placées par celles qui se déduisent des deux formules 

( JT-^DiX-h r-^D,r = //, 

(12) ■ 


et que l’on ait, en conséquence. 


(• 3 ) 



y — x 

k — kx 
y — x 


r. 


les lettres h, k désignant deux constantes réelles ou imaginaii 
X étant une fonction de x, et Y étant ce que devient X quand 0 
remplace x par y. Concevons encore que, dans ces équations, X i 
de la forme 


(i4) X = — bx)^ {i — cx)'l, 

( <) OF.uvrex de Cauchy, S. I, T. XI, p. 3ii. 
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ajoutons que, pour une telle valeur de t, la fonction ( y — x)-, doi 

la dérivée vérifiera la formule 


^ J)t{Y~xy-= k{X+ Y) - /z( yX-H ,rF), 


ne cessera pas d’être monodrome etmonog'ene, et que la racine carrt 
d’une fonction monodrome et monogène cesse généralement de l’ètr 
quand on attribue à la variable indépendante des valeurs voisines d 
l’une de celles pour laquelle la fonction s’évanouit. Cela posé, il e; 
clair que dans l’hypothèse admise la racine carrée x — y de ( }- — x)' 
et par suite les inconnues x, y, cesseront d’être monodrotnes et m< 
nogènes pour des valeurs de t voisines de celles qui vérifieront la foi 
mule (ty); quanta la fonction de x et dey, représentée par ( ) — .r )■ 
elle restera toujours, et pour une valeur quelconque de /, monodrom 
et monogène avec les deux fonctions 


X -h y et xy, 

dont les dérivées, déterminées par les formules 


Dtiy + æ) 




h(yX-x Y )-k{X ~ Y) 

y — X 


h(y''-X - x’-Y^ — k { y A ' - .r Y ) 

y — 


conserveront des valeurs finies quand on posera y x. 

On arriverait à des résultats analogues, en considérant, non plin 
les équations (12), mais un système de n équations du même gimn 
entre n variables x, y, z, . . . , par exemple les trois équations 


/ X-A'i^x+ F-‘D<j-h Z-' !),« :: A, 
(18) ■ X X-' Bix + y Y-‘ Bly-hz Z-' D^ ; -- k, 

! x^X-''D,x-^yX''-'D,y-hz-Y-‘ D,= r/. 


A, A, l étant des constantes réelles ou imaginaires, et X, Y, Z dm 
fonctions semblables, mais irrationnelles, qui dépendraient la pre- 
mière de la variable x, la deuxième de la variable y, la troisiènu 
de la variable s. 
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Remarquons d’ailleurs que l’intégration des équations (i-i), 
(i8), etc., et la détermination des fonctions abéliennes sont deux 
opérations identiques. Ainsi, en particulier, intégrer les équa- 
tions ( 13 ), en assujettissant les intégrales x, y k prendre pour une 
valeur nulle de t les valeurs ï], c’est, en d’autres termes, calculer 
les valeurs des fonctions abéliennes x, y déterminées par les deux 
équations 

- 1 '“' 

£ .i- Â - j \ Y - ' dy - kt. 


554. 

Analysk rNi’iNrnîsiMAMc. — Uapporl sur au Mémoire présenlé à l' Acadènue 
par MM. Buiot el Bouquiît, et intitulé : Bcchercbes sur les fonctions 
déünies par les équations différentielles. 

C. II., T. XL, p. ')Ô 7 (12 mars iS55). 

Les recherches de MM. Briot et Bouquet, dans le travail soumis à 
notre examen, concernent les fonctions définies par les équations 
différentielles. D’ailleurs, comme le reconnaissent les auteurs eux- 
mêmes, ces recherches se trouvent intimement liées à celles que l’un 
de nous a publiées à divei’scs époques, savoir : en i835, dans le 
Mémoire sur l’intégration des équations différentielles; en 1846 , dans 
plusieurs Mémoires que renferment les Comptes rendus hebdomadaires 
des séances de l’ Académie des Sciences, et, en i852, dans le Mémoire 
sur l’application du Calcul infinitésimal k la détermination des fonc- 
tions implicites ('). Nous serons donc obligés de rappeler d’abord 

(* ) OEuvres de Cauchy, S. If, ï. XI; S- I, T. X; et S» I, T. XI, p. 4o6. 
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quelques-uns des résultats obtenus dans ces Mémoires. On pourra 
ainsi mieux apprécier le caractère et l’importance des résultats nou- 
veaux auxquels MM. Briot et Bouquet sont parvenus. 

Le nombre des équations différentielles que l’on peut intégrer en 
termes finis étant très peu considérable, on a essayé, depuis long- 
temps, de les intégrer par séries. Ainsi, par exemple, étant donnée 
une équation différentielle du premier ordre entre la variable t 
et une fonction inconnue de t représentée par x, avec la valeur 
particulière I de la fonction x, correspondante à la valeur particu- 
lière 'ï de la variable t, on a supposé la fonction x développée par 
la formule de Taylor en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes et entières de i — t:; et, comme on parvient facilement 
à déterminer les coefficients. des diverses puissances dans cette série, 
en les déduisant des valeurs connues de t, ^ à l’aide de l’équation 
donnée et de ses dérivées des divers ordres, et en laissant d’ailleurs 
arbitraire la constante on en a conclu que toute équation différen- 
tielle du premier ordre entre x Qt t admettait une intégrale générale, 
et que cette intégrale se trouvait représentée par la série, de Taylor, 
c’est-à-dire par la somme de cette série, les coefficients étant déter- 
minés, comme on vient de l’expliquer, en fonction de c et de la con- 
stante arbitraire Toutefois, les considérations précédentes ne don- 
naient pas la certitude que l’on eût effectivement intégré l’équation 
proposée, ni même que cette équation admît une intégrale; car, 
d’une part, on ne démontrait pas généralement que la série obtenue 
fût convergente, et l’on sait que les séries divergentes n’ont pas de 
sommes; d’autre part, une série même convergente qui provient du 
développement d’une fonction, effectué à l’aide de la formule do 
Taylor, ne représente pas toujours la fonction dont il s’agit. L’inté- 
gration par série pouvait donc être illusoire. Pour transformer cette 
intégration en une méthode exacte et. rigoureuse, il était nécessaire 
d examiner sous quelles conditions et en quelles limites les séries 
trouvées étaient convergentes. Ces deux questions ont été traitées 
dans les Mémoires ci-dessus rappelés; et, dans le dernier de ces Mé- 
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moires, les conclusions auxquelles l’auteur est parvenu, 
exprimées comme il suit : 

Représentons par 

G, «X., g*, ... 


des fonctions de 


se trouvent 


(jiLi reste Tit finies ^ tyionodronies et mono gènes dans le voisinage des valeürs 


attribuées à 


‘C, Kl 


/, .r, y, 


H concevons que Von assujeltisSe. x, y, z, ... à la double condition de 
vérifier, quel que soit t, les équations différentielles comprises dans la for- 
mule 

. ^ d f‘ _ dx dy dz __ 

ei "\*> 'g âb 

et de se réduire a v], *(, ... pour t Si G’ ne séeanouU pas quand on 
prend 

/•-T, .rrr|, /™Y], 

alors . à L'aide des théorèmes établis dans le Mémoire de i 835 sur V inté- 
gration des équations différentielles, on prowera qiiil est possible de 
satisfaire, au moins quand le module de la différence t^'z ne dépasse 
pas une certaine limite, aux deux conditions énoncées, par des valeurs 
de X, y, Z, . qui seront développées en séries convergentes, et qui repré- 
senteront les intégrales générales des équations différentielles données. Il 
y a plus : on peut affirmer que, dans V hypothèse admise, ces intégrales 
générales seront les seules valeurs dex, y, z, ... qui, variant avec t par 
degrés insensibles, rempliront, pour un module suffisamment petit de 
/ — T, les deux conditions énoncées. Enfin, comme les divers termes des 
séries obtenues seront des fonctions monodromes, monogènes et finies de la 
variable t, on pourra en dire autant des valeurs trouvées des variables œ, 
y, Z, ... , ou même d'une fonction monodrome, monogène et finie de ces 
i^ariables. 
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Ajoutons que les séries dont il est ici question ne se réduisent à 
des séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de la dilï'é- 
j-ence t — v que dans le cas particulier où les fonctions G, «x-, . 

deviennent indépendantes de la variable t. Dans le cas où ces fonc- 
tions renferment Invariable t, les divers termes des séries obtenues, 
cessant d’être proportionnels aux diverses puissances de i — sont 
fournis par des intégrations successives, et, par suite, ils peuvent 
revêtir des formes mieux appropriées à la solution des problèmes. 
Ainsi, par exemple, en Asti'onomie, on obtient le plus ordinairement 
des séries ordonnées, non suivant les puissances ascendantes du 
temps, mais, ce qui est bien préférable, suivant les sinus et cosinus 
des multiples de certains arcs proportionnels au temps. 

Enfin, l’auteur du Mémoire de i835 ne s’est pas borné à établir, 
dans l’hypothèse admise, l’existence des intégrales générales d’un 
système d’équations différentielles : il a encore fixé des limites entre 
lesquelles le module de la différence i — i peut varier, sans que les 
séries obtenues cessent d’être convergentes, et des limites au-dessous 
desquelles s’abaissent nécessairement les erreurs que l’on commet 
quand on arrête chacune des séries obtenues après un certain terme. 

Le théorème sur lequel se sont appuyés MM. Briot et Bouqiu't, 
pour établir, dans l’hypothèse admise, l’existence des intégrales 
générales d’un système d’équations différentielles, est précisément 
celui qu’a donné l’auteur du Mémoire de i835. Mais à ce théorème 
et à quelques autres qui pourraient se déduire de propositions déjà 
connues, MM. Briot et Bouquet ont joint les résultats qui leur sont 
propres et qui méritent d’être cités. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

La recherche de fonctions de t qui, représentées par x, y, z-, . . . , 
aient la double propriété de vérifier un système d’équations différen- 
tielles et d acquérir des valeurs données t], ‘Ç, ... pour une valeur 
donnée t de la variable t, peut être généralement réduite au cas où 
les valeurs données t, v], 'C, ... de t, x, y, z, ... s’évanouissent. 
Il suffit, en effet, pour opérer cette réduction, de substituer aux 



EXTRAIT N» Soi. 


m 

variables t, x, y, z, ... d’autres variables y,, ... liées aux 

premières par des équations de la forme 

Cela posé, soient i, x deux variables dont la seconde, considérée 
comme fonction de t, doive s’évanouir pour une valeur nulle de t, 
et satisfaire, quand t varie, à l’équation différentielle 

, ^ ^ dt dx 

È, désignant deux fonctions finies, monodromes et monogènes des 
variables /, x. Si s ne s’évanouit pas avec t, d’après ce qui a été dit 
ci-dessiis, l’équation (2) admettra, pour des valeurs de t suffisamment 
petites, une seule intégrale monodrome et monogène propre à rem- 
plir les (l('ux conditions énoncées. Il y a plus ; le développement de 
(udte intégrale en série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
d(; t sera précisément celui auquel on sera conduit par la formule de 
Taylor, jointe à l’équation (2). Mais il en sera autrement, si e s’éva- 
nouit avec /. Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait précisément 

s - 1. 

L’équation (2 ) sera réduite à 

(.' 5 ) ■ 

et, puisque x doit s’évanouir avec t, la fonction devra s’évanouir 
ave<i l('s (leux variables /, x. D’ailleurs, étant monodrome et mono- 
gèms elle sera dévcdoppable en une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes et entières de ces variables, en sorte qu’on aura 

( 4 ) eX. -Z ax ht t), 

a, h désignant les valeurs des dérivées D^.%, pour des valeurs 
nulles des variables l, x, et cp(m,ï) une fonction dont le dévelop- 
pement se composera de termes qui seront tous, par rapport à ces 



2i8 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 
variables, d’un degré supérieur au premier. Si la fonction 
s’évanouit, on aura simplement 

cX^ Cl 00 — f- ht^ 

et l’équation ( 3 ), réduite à la formule 
( (3) / = <2^ -h 5^, 

sera vérifiée quand on posera 

bt 

( 7 ) 

c désignant une constante arbitraire. La valeur de x, fournie par 
l’équation (7), est l’intégrale générale de l’équation (G), et la con- 
stante c qu’elle renferme peut toujours être déterminée, quand on 
donne une valeur particulière ^ de x correspondante à une valeur 
particulière 'z de la variable t, à moins que la valeur t de t ne s’éva- 
nouisse. Dans cette dernière supposition, qui est précisément celle 
que nous avons adoptée, on doit prêter une attention spéciale au 
signe qui affecte la partie réelle du paramètre a. Lorsque cette partie 
réelle est négative, z" devient infini pour une valeur nulle de i, et la 
seule valeur de x qui remplisse la double condition de vérifier l’équa- 
tion (6) et de s’évanouir avec t est celle qu’on obtient (ui ])osant dans 
la formule (7)0 = 0, c’est-à-dire la fonction monodromc et monogène 
de t, donnée parla formule 

(S) 

i~~ a 

Au contraire, lorsque la partie réelle de a est positive, t" s’évanouit 
toujours avec t, et par suite on satisfait aux deux conditions énon- 
cées, en supposant la valeur de æ donnée ou par la formule (8) ou 
même généralement par la formule (7). Ainsi, dans ce cas, la seconde 
condition, par laquelle x est assujetti à s’évanouir avec x, ne déter- 
mine plus la constante arbitraire, et cette constante ne cesse pas d’être 
arbitraire dans l’intégrale particulière, qui se confond alors avec l’in- 
tégrale générale. 



EXTRAIT N“ 554. 


249 


Dans le cas spécial où le coefficient a se réduit à l’unité, le rap- 

\) ^ 

port devient infini, et pour conserver à x une valeur finie, il 

faut attribuer une valeur infinie à la constante c. Pour savoir ce que 
devient alors l’intégrale de l’équation (6), posons d’abord « = 14- a, 
a étant une quantité infiniment petite; l’équation (7) deviendra 

ca — h — [ 

X ~ t C£Jit — — • 

a a 

Or, pour que cette dernière valeur de x conserve une valeur finie, 
tandis que a s’approchera indéfiniment de la limite zéro, il faudra 
faire converger le produit ca vers la limite h, et le rapport 
vers une limite finie C. On trouvera ainsi 

( 9 ) x~Cl.-\-hl\t-, 

par conséquent l’équation 

( 10 ) tï\ia'~x + bl 

admettra une intégrale générale, qui ne sera ni raonodrome ni mono- 
gène, à moins que h ne se réduise à zéro, et qui, dans tous les cas, 
aura la propriété de s’évanouir avec la variable t. Si h se réduisait à 
zéro, l’équation (10) se réduirait à 

(ir) l),.r — .r, 

et son intégrale générale à 

( 12 ) x — Cl. 

En choisissant, parmi les équations différentielles qu’ont traitées 
MM. Briot et Bouquet, l’une de celles dont l’intégrale générale est 
fournie avec la plus grande facilité par les méthodes connues, savoir 
l’équation (6), nous avons voulu faire bien comprendre comment il 
peut arriver, pour me servir de leurs propres expressions, qu’w/ze 
fônclion ne soit pas complètement déterminée quand on l’assujettit à 
vérifier une équation différentielle du premier ordre, et à prendre une 

OEuvres de C , — S. f, t. XH. 32 
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Verlaine valeur pour une valeur donnée de la variable iiidépendanle. 
Comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, cela arriv(3 général('- 
ment quand, pour les r>aleurs données de la foncLion et de la variable 
indépendante, le coefficient différentiel se présente sous la for me 
Alors l’équation différentielle admet en général plusieurs intégrales qui 
remplissent les deux conditions énoncées. Souvent même elle en admet 
une infinité, et alors il s’introduit une constante arbitraire dans i inté- 
gration. Nous ajouterons que, dans ce dernier cas, l’intégrale parli- 
eulière correspondante aux valeurs données de la fonction et de la 
variable indépendante ne diffère pas de rintégrale générales (d (jue 
les valeurs dont il s’agit sont précisément celles qui réduisent à la 
forme ^ l’expression de la constante arbitraire tirée de l’intégrab' 
générale. Ainsi, par exemple, si de la formule (7), qui représi'ule 
l’intégrale générale de l’équation .(6), on tire rexpression de la con- 
stante arbitraire c, on trouvera 

bt 


et, pour qu.c cette expression se réduise à la forme -> quand .r (>( / 

acquerront des valeurs particulières, il faudra que ces valeurs parli- 
eulières s’évanouissent et que la partie réclb' du paramètre a soit 
positive. 

Pareillement, si de la formule (9), qui représente l’intégrale générale 
de 1 équation (10), on tire 1 expression de la constante arbitraire' C, 
on trouvera 


et pour que cette expression se réduise à la forme -, quand / et .r 

acquerront des valeurs particulières, il faudra que ces valeurs parti- 
culières s’évanouissent. 

Les diverses propriétés que nous a offertes celle des intégrales d(' 
l’équation (6) qui s’évanouit avec t continuent de subsister, comme 
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l’observent JMM. Briot et Bouquet, quand on revient de l’équation (6) 
à l’équation (3), x étant une fonction tnonodrome et monogène qui 
s’évanouit avec les variables x et t dont elle dépend. Alors, a étant 
toujours la valeur qu’acquiert la dérivée D^5G. pour des valeurs nulles 
de t. et X, l’intégrale particulière dont il s’agit renferme encore une 
constante arbitr'airc, et par suite elle se confond avec l’intégrale 
générale quand la partie réelle de a est positive ou nulle; mais elle 
redevient complètement déterminée quand la partie réelle de a est 
négative. Dans tous les cas, si le coefficient a ne se réduit pas à un 
nombre entier, l’intégrale particulière dont il s’agit ou l’une de ses 
valeurs sera une fonction monodrome et monogène de i, pour un 
module de / inférieur à une certaine limite. La marche qu’ont suivie 
MM. Briot et Bouquet pour démontrer cette assertion mérite d’être 
remarquée. Ils commencent par faire voir qu’on peut réduire l’équa- 
tion (3) à une autre de même forme, mais dans laquelle le coeffi- 
cient a, c’est-à-dire la valeur de correspondante à des valeurs 
nulles de x et t se trouve diminuée d’autant d’unités que l’on voudra; 
puis, après avoir abaissé la partie réelle de a au-dessous de zéro, ils 
font s('.rvir la formule de Taylor, jointe aux dérivées de l’équation (3), 
au développement de x en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de t, et comparent la série ainsi obtenue à celle qui repré- 
smite le développement de la racine x d’une certaine équation entre x 
('t i. A l’aide de cette comparaison, ils prouvent la convergence du 
premier développement pour un module suffisamment petit de la 
variable t, assignent au module de Z une valeur au-dessous de laquelle 
ce module peut varier d’une manière quelconque, sans que le déve- 
loppement cesse d’être convergent, et concluent sans peine qu’il 
représente alors une intégrale monodrome et monogène de l’équa- 
tion (3). 

Nous avons cru devoir fixer particulièrement l’attention des géo- 
mètres sur la partie du Mémoire de MM. Briot et Bouquet qui con- 
cerne l’intégrale monodrome et monogène de l’équation (3), parce que 
cette partie, qui ne laisse rien à désirer pour la rigueur des démon- 
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strations, nous paraît la plus neuve et la plus importante. Toutefois 
nous ne saurions passer sous silence d’autres l'ésultats obtenus par 
MM. Briot et Bouquet, résultats d’autant plus intéressants qu’ils se 
rapportent à l’équation générale 

(i5) î)ix=zt{ic, t), 

qui renferme l’équation (3) comme cas particulier. 

En supposant la variable assujettie : i° à vérifier l’équation (i5): 
2 ° à prendre une valeur donnée pour une valeur donnée de t, par 
exemple à s’évanouir avec t; en supposant d’ailleurs que la fonction 
reste monodrome et monogène dans le voisinage de valeurs 
très petites attribuées aux variables x, t, mais cesse de Tètrc quand 
ces valeurs s’évanouissent, MM. Briot et Bouquet recliercbent les 
propriétés de l’intégrale a?, d’abord dans le cas où la fonction f(a", / ) 
devient infinie pour des valeurs nulles de x et i, puis dans le cas où 
ces valeurs réduisent la fonction f(ar., i) à la forme Pour y parvcmir, 
ils intègrent par approximation l’équation (i4)> 4 l’aide du procédé 
qui consiste à négliger avant l’intégration les quantités finies vis-à-vis 
des quantités infiniment grandes, et les quantités infiniment petites 
vis-à-vis des quantités finies. En opérant ainsi, ils établissent aisé- 
ment un théorème que Ton peut réduire à la proposition suivante : 

Lorsque, pour des valeurs milles de x, t, la fonction f(x, l) devient 
infinie, la fonction inverse p- , -— — - demeurant monodrome et monoBcne, 

du moins entre certaines limites, la variable x assujettie à s’évanouir 
avec t, se réduit sensiblement, pour de très petites valeurs de t, à la 
racine d’une équation binôme du degré m + i, m étant le degré de la 

première des dérivées de relatives à x, qui ne s’évanouit pas 

quand on pose x = o, t = o. 

Il résulte de ce théorème que, dans l’hypothèse admise, l’inté- 
grale X ne sera point une fonction monodrome et monogène de la 
variable t. 
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Lorsque la fonction î{x,t) est le rapport de deux fonctions qui 
restent, du moins entre certaines limites, finies, monodromes et 
inonogènes, et se présente, pour des valeurs nulles de x et t, sous la 
forme la première question à résoudre est de trouver, pour des 
valeurs infiniment petites de i, l’ordre de l’intégrale a?, devenue elle- 
même infiniment petite. Cette question, admettant plusieurs solu- 
tions, donne lieu à une discussion intéressante. Mais cette discussion 
même, ainsi que les formules et la construction géométrique, appli- 
quées par MM. Briot et Bouquet à la recherche des solutions diverses, 
ont une analogie évidente avec la discussion, les formules et la con- 
struction géométrique que M. Puiseux avait, dans son beau Mémoire 
sur les fonctions algébriques, appliquées aux racines d’une équation 
dont le premier membre est une. fonction de deux variables, dans le 
cas où la dérivée de ce premier membre s’évanouit avec lui pour des 
valeurs données do ces variables. Il y a plus : comme, t étant infini- 
ment petit, la variable x, supposée elle-même infiniment petite et 
fonction de t, sera.généralemcntylu même ordre que le produit tTi^x, 
on peut affirmer qu’alors la dérivée ï)cX sera généralement de l’ordre 
du rapport 

.r? 

T* 

< 

Donc, trouver l’ordre do l’intégrale x assujettie à vérifier l’équa- 
tion ( i5) et à s’évanouir avec ^ revient à trouver l’ordre de la racine æ 
d(' l’équation 

(< 6 ) 

et le problème ci-dessus mentionné peut être ainsi ramené à celui 
qu’a traité M. Puiseux. 

Si l’on considère la variable t comme un infiniment petit du pre- 
mier ordre, l’ordre de l’intégrale a; de l’équation (i5), calculé comme 
on vient de le dire, sera généralement un nombre fractionnaire. Après 
avoir déterminé cet ordre, MM. Briot et Bouquet prouvent qu’à l’aide 
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d’une substitution convenable on peut réduire l’intégration de l’équa- 
tion (i 5 ) à la recherche de l’intégrale as de l’équation ( 3 ). On doit 
toutefois excepter un cas particulier où après la réduction on obtient, 
à la place de l’équation (i 5 ), une équation de la forme 

(17) — 

m étant un nombre entier, et x s’évanouissant quand x et t s’éva- 
nouissent. D’ailleurs, comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, la 
valeur de x assujettie à vérifier l’équation (17), et à s’évanouir avec /, 
n’admet pas en générai, mais seulement sous certaines conditions, 
une intégrale monodrome et monogène. 

A ta fin de leur Mémoire, MM. Briot et Bouquet présentent quelques 
considérations générales sur l’intégration d’une équation différen- 
tielle entre deux variables t, x, dans le cas où le second membre est 
une fonction implicite de ces variables. Ici encore il peut arriver que 
le second membre soit ou ne soit pas, dans le voisinage d('s valeurs 
originairement attribuées à x et t, une fonction finie, monodrome et 
monogène. L’intégrale œ'sera toujours, dans la première liypotbèse, 
monodrome, monogène et finie, at pourra ne l’être plus dans la 
seconde hypothèse. Le cas où le second membre de l’équation diffé- 
rentielle est une fonction implicite de la seule variable x mérite une 
attention spéciale. Au reste, ce cas, déjà traité dans les Comptes rendus 
de '1846, a été, comme le remarquent MM. Briot et Bomjuet, étudié 
avec soin par M. Puiseux dans le Mémoire, ci-dessus rappelé. 

Au travail dont nous venons de rendre compte, BIM. Briot et Bou- 
quet ont récemment annexé une addition qui a pour titre : Note sur 
un théorème de M. Cauchy relatif à l’ intégration des équations différen- 
tielles. 

Le théorème dont il s’agit est précisément celui que nous avons 
lappelé au commencement de ce Rapport, en nous servant, pour 
l’énoncer, des termes mêmes employés dans le Mémoire sur l’applica- 
tion du Calcul infinitésimal à la détermination ‘des fonctions impli- 
cites. Lorsque, pour établir ce théorème, on suit la marche tracée 
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(huis le Mémoire de i835, en l’appliquant à une équation différen- 
tielle, entre t et a?, la première des deux limites assignées au module 
du terme général du développement de l’intégrale x est, comme la 
seconde, le terme général d’une série connue, cette série étant, non 
plus une progression géométrique, mais le développement d’une 
(Mirtaine. équation du second degré. 

D’ailleurs cette remarque, qui n’était pas énoncée dans le Mémoire 
de i835, subsiste dans le cas où le second membre de l’équation 
dilTércntielle renferme non seulement la variable x, mais aussi la 
variable/. 

Appliquée à une seule équation différentielle, la démonstration que 
MM. llriot et Bouquet donnent du théorème cité suppose l’intégrale x 
développée en une série ordonnée ‘suivant les puissances ascendantes 
d(‘ la variable i, la valeur initiale de / étant réduite à zéro. Ils déter- 
miiKuit directoment la fonction dont le développement a pour termes 
l(‘s limit(‘s des jnodules des ù'rmcs compris dans le développement de 
l’intégrale; et, s’appuyant sur un théorème général, rappelé dans la 
séanc(i du 22 janvier de cette année, ils substituent à l’équation diffé- 
rcmtielle proposée une autre équation différentielle dont cette fonc- 
tion est l’intégrale. D’ailleurs cette fonction est la racine d’une équa- 
tion tinie du second degré. Mais cette équation finie, qui renferme 
1111 logarithme, diffiirc de celle dont il était ci-dessus question, et à 
la((ucllc on serait conduit encore, si l’on appliquait la démonstration 
(1(> MM. Briot et Bouquet à la forme de développement adoptée dans 
le Mémoire de i835. 

La même démonstration, appliquée au système de n équations dif- 
férentielles, entre n inconnues x, y, z, . .. et la variable t, conduit 
MM. Briot et Bouquet à une équation finie du degré n + i, qui ren- 
ferme encore un logarithme, parce que les auteurs continuent de sup- 
poser les inconnues développées en séries ordonnées suivant les puis- 
sances ascendantes et entières de t. Le logarithme disparaîtrait, si 
l’on admettait la forme de développement adoptée dans le Mémoire 
de i835, et alors on pourrait, de l’équation finie à laquelle on par- 
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viendrait, déduire immédiatement les conclusions énoncées dans le 
Mémoire, par rapport à la limite au-dessous de laquelle le module 
de t peut varier sans que les séries obtenues cessent d’être conver- 
gentes. Toutefois, l’équation finie a l’avantage de fournir une limite 
plus étendue. 

En résumé, MM. Briot et Bouquet, dans le savant Mémoire, soumis 
à notre examen et dans la Note jointe à ce Mémoire, ont ajouté des 
développements utiles et des perfectionnements nouveaux, dignes de 
remarque, à la théorie si importante de l’intégration par série des 
équations différentielles. 

Pour ces motifs, vos Commissaires pensent que le Mémoire et la 
Note de MM. Briot et Bouquet doivent être approuvés par l’Académie 
et ils en proposent l’insertion dans' le Recueil des Savants étrangers. 


555 . 

Analyse et Physique mathématique. — Rapport sur deux Mémoires 
de M. Pieriie-Alpiionse Laurent, chef de bataillon du Génie. 

C. R., T. XL, p. 63o. (19 mars [855). 

Un homme d’un mérite supérieur, M. Pierre-Alphonse Laurent, 
chef de bataillon du Génie, a été enlevé, par une mort prématurée, à 
sa patrie qu’il servait avec ardeur, à la Science qu’il enrichissait d(‘ 
ses découvertes. Dès l’année i843, il composait, sur le Calcul des 
variations, un Mémoire que l’Académie a jugé digne d’être approuvé 
par elle, et inséré dans le Recueil des Savants étrangers ; la même 
année, au mois d’août, M. Laurent présentait à l’Académie un second 
Mémoire qu’il intitulait modestement : Extension d’un théorème de 
M. Cauchy. Mais, comme il est dit dans le Rapport, cette extension 
constitue un nouveau théorème, digne de remarque, qui peut être 
utilement employé dans les recherches de haute Analyse. Aussi l’Aca- 
démie a-t-elle adopté les conclusions du Rapport qui signalait ce non- 
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veau Mémoire comme très digne d’être approuvé par elle et inséré 
dans le Recueil des Savants étrangers. Depuis ce moment, M. Laurent, 
travailleur infatigable, a su, par de constants efforts, conserver dans 
l’estime des savants le rang si honorable où ses premiers travaux 
l’avaient placé, et chaque année il a fait parvenir à l’Académie un 
très gi’and nombre de Mémoires sur l’Analyse, sur la Physique mathé- 
inatique et particulièrement sur la Théorie de la lumière. Enfin, deux 
importants Mémoires du même auteur, présentés, au nom de sa veuve, 
à l’Académie par M. le Maréchal Vaillant, ne peuvent qu’augmenter 
les regrets des amis de la Science, en leur faisant voir tout ce qu’on 
(b'vait encore attendre d’un savant distingué, dont la vie a été certai- 
nement abrégée par ses nombreuses veilles. De ces deux Mémoires, le 
premier, comme l’indique son titre, concerne la Théorie des imagi- 
naires. Il renferme des considérations générales sur l’équation aux 
dérivées partielles à laquelle satisfont, parmi les fonctions d’une 
variable imaginaire, celles dont la dérivée dépend uniquement de la 
variable, et divers théorèmes relatifs, les uns aux intégrales définies, 
les autres au développement de ces intégrales en séries, particulière- 
ment le beau théorème déjà cité, puis des applications de ces théo- 
rèmes à l’intégration des équations aux dérivées partielles, spéciale- 
ment de celles qui expriment l’équilibre de température et l’équilibre 
d’élasticité. Le second Mémoire a pour titre : Examen de la théorie de- 
là lumière dans le système des ondes. L’auteur y passe en revue les 
(explications données par les physiciens et les géomètres des divers 
phénomènes lumineux; il recherche jusqu’à quel point ces explica- 
tions peuvent être admises, et ce qu’elles peuvent laisser encore à 
désirer. 

Les deux nouveaux Mémoires, comme les précédents, témoignent 
do la science profonde et de la grande sagacité de M. Laurent. L’in- 
térêt qui s’attache aux sujets traités dans ces Mémoires, l’importance 
des discussions auxquelles l’auteur s’y livre, les points de vue nou- 
veaux que souvent il découvre, devaient naturellement inspirer aux 
physiciens et aux géomètres un vif désir de voir les (Buvres de M, Lau- 

OKitvres de C . — S.I,t. Xll. 
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rent recueillies et publiées. Vos Commissaires sont d avis que ce vœu 
doit être réalisé. En conséquence, ils proposent à l’Académie : 

1° De décider que les divers Mémoires de M. Laurent, tous ceux du 
moins dont l’importance ne saurait être contestée, seront publiés dans 
le Recueil des Savants étrangers; 

2” De confier à une Commission spéciale, prise dans le sein de 
l’Académie, le soin de recueillir ces Mémoires et d’en surveiller l’im- 
pression. 

En terminant ce Rapport, les Commissaires n’hésitent pas à déclarer 
qu’ils s’associent pleinement au vœu émis par M. le Maréchal Vaillant 
et que partageront certainement tous les amis des Sciences. Comme 
l’a dit M. le Maréchal : « le Corps du Génie a perdu en M. Laurent un 
de ses officiers les plus distingués, celui-là même que le Comité des For- 
tifications avait appelé à Paris pour examiner les nombreuses questions 
d’ Art et de Science qui lui sont journellement adressées ». Nous laisse- 
rons aux chefs du Corps dans lequel les talents et le zèle de M. Lau- 
rent étaient si bien appréciés, le soin de rappeler ses vingt-sept 
années de service, ses campagnes en Afrique, les travaux qu’il a 
exécutés comme ingénieur militaire, etc. Mais ce ne sont pas là les 
seuls titres qui honorent et recommandent sa mémoire. C’est à l’In- 
stitut surtout qu’il appartient de dire que les méditations auxquelles 
M. Laurent a consacré ses veilles ont contribué aux progrès de tu 
Science, et vous n’avez pas oublié. Messieurs, qu’après le décès de 
l’illustre Jacobi, l’Académie elle-même voulut inscrire le nom de 
M. Laurent sur la liste des candidats pour la place de Correspondant 
de l’Institut. Nous croyons, avec M. le Maréchal, que tant d’hono- 
rables souvenirs, tant d’éminents services doivent, après la mort de 
M. Laurent, protéger encore sa famille, dont il était l’unique appui: 
nous croyons qu’ils seront, pour les Membres de l’Académie, un puis- 
sant motif d’appeler sur la veuve et les enfants de M. Laurent le bien- 
veillant intérêt de M. le Ministre de l’Instruction publique. 
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556 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les variations intégrales 

des fonctions. 

C. R., T. XL, p. 65 1 (a6 mars i855). 

§ 1. — Formules générales. 

Soit une quantité géométrique variable qui représente l’affixe 
d’un point mobile P, et Z une fonction de s qui ne cesse d’être 
monodrome et monogène que dans le voisinage de certaines valeurs 

c, c', c", ... 

de Z, propres à représenter les affixes de certains points singuliers 

C, C', C", .... 

Concevons d’ailleurs que, dans le plan des affixes, on joigne un cer- 
tain point P, dont l’affixe est à un autre point P,^ dont l’affixe est z^^, 
par une courbe continue P, P„qui ne renferme aucun des points C, C', 

{]", Entin soit Z, la valeur ou l’une des valeurs de Z pour .s = z^, 

et ce que devient, dans le passage du point P, au point P,^, la fonc- 
tion Z quand on l’assujettit à varier avec par degrés insensibles. La 
différence 

Z —Z 

sera nommée la variation intégrale de Z, correspondante à l’arc de 
courbe P, P„ que décrit le point mobile P en passant de la posi- 
tion P, à la position P,^. Si le point mobile revenait de la position P„ 
à la position P,, ou, ce qui revient au même, s’il décrivait la même 
courbe en sens contraire, alors à l’arc P„P,, dont le point P,^ serait 
l’origine, correspondrait une variation intégrale de Z représentée 
non plus par la différence Z,, mais par la différence 


Z-Z,^-{Z,-Z,). 
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Concevons maintenant que, la courbe P, P„ étant une courbe 
fermée, et se réduisant au contour HIKL qui enveloppe, dans le 
plan des affixes, une certaine aire S, les points P,, P„ coïncident 
tous deux avec un certain point H de ce contour. La variation inté- 
STale de Z relative au contour HIKL sera évidemment nulle, si 

CJ 

Paire S ne renferme aucun point singulier. Dans le cas contraire, 
cette variation intégrale offrira généralement une valeur distincte de 
zéro qui pourra dépendre de la position H qu’occupera au moment 
du départ le point mobile P, de la valeur Z, attribuée en ce moment 
à la fonction Z, et du sens dans lequel le point P se mouvra en tour- 
nant autour de Paire S. Désignons par le symbole (S) la valeur que 
prendra cette variation intégrale, quand le point mobile P tournera 
autour de Paire S avec un mouvement de rotation direct, en sorte 
qu’on ait 

(I) (S)=:Z„-Z,. 

Si l’on fait varier par degrés insensibles et d’une manière continue la 
position initiale H du point mobile P, par conséquent Paffixe -, du 
point H, et avec cette afTixe la valeur Z^ àe Z , la valeur variera 
elle-même d’une manière continue, et l’on pourra en dire autant de 
la valeur (S) qui, en vertu de la formule (i), variera encore par 
degrés insensibles, à moins qu’elle ne devienne invariable et ne se 
réduise à une constante fixe. 

Joignons maintenant le point H à un autre point K du contour HIKL 
par une ligne droite ou courbe HK qui partage Paire S en deux par- 
ties S', S". La variation intégrale que subira la fonction Z, quand le 
point mobile P décrira la ligne KH, en partant de la position K, sera 
égale, au signe près, mais opposée de signe à celle que subira Z,. 
quand le point P reviendra en K, en décrivant la même ligne dans un 
sens contraire; et par suite, la variation intégrale (S) que subira Z, 
quand le point mobile P décrira, en partant de la position H, le con- 
tour HIKL, sera la somme de deux variations analogues (S'), (S") 
que subira Z, quand le point mobile P décrira successivement avec 
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qui enveloppent le premier l’aire S', le second Faire S", en sorte qu’or 
aura non seulement 

(2) S = S'+S", 

mais encore 


(3) (S) = (S') + (S"). 

Observons d’ailleurs que, dans la variation intégrale (S") réduite à b 
forme qu’indique l’équation (i), celle des valeurs particulières de i 
qui sera précédée du signe — restera généralement distincte de 1{ 
valeur Z, précédée de ce signe dans la variation intégrale (S) déter 
minée par la formule (i) et dans la variation intégrale (S'). 

Concevons à présent que Z se réduise à une fonction toujours mono 
drome et monogène de la variable Alors on aura constamment, e 
quel que soit le contour de. Faire S, 

(4) (S) = o. 

Mais la variation intégrale (S) pourra cesser de s’évanouir, si à la fonc 
tion Z on substitue son logarithme népérien représenté, quand il vari( 
avec Z d’une manière continue, par la notation ÎZ. Admettons cettf 
substitution. La variation intégrale (S) de la fonction ÎZ, correspoiv 
dante à un contour fermé qui enveloppera de toutes parts une cer- 
taine aire S, deviendra indépendante de la position initiale du point 
mobile que décrira ce contour avec un mouvement de rotation direct, 
et de la valeur attribuée, au premier instant, à ÎZ, et dépendra uni- 
quement du nombre et de la nature des points singuliers G, C', C", . . . 
situés à l’intérieur de Faire S. C’est, en effet, ce que l’on démontrer? 
sans peine à l’aide des considérations suivantes. 

Les afïîxes c, c', c", ... des points singuliers C, C', G", . .. seront, 
dans le cas présent, les valeurs de s, pour lesquelles la fonction \z 
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deviendra infinie, par conséquent celles qui vérifieront l’une des for- 
mules 

(5) Z = O, 

(6) = 

Si faire S ne renferme aucun de ces points singuliers, la variation 
intégrale (S) sera nulle, etfon aura encore 

(7) (S) — O. 

Dans le cas contraire, (S) ne pourra être que la différence des deux 
valeurs de \Z correspondantes à une même valeur de Z, par consé- 
quent un des logarithmes népériens de l’unité. Ou aura donc 

(8) ' (S) — 

k désignant une quantité entière, positive ou négative. D’ailleurs, 
tandis que fon fera variei% par degrés insensibles, la position ini- 
tiale H du point mobile P, par conséquent falfixo 3, du point H, et 
avec elle la valeur initiale ÎZ, de ÎZ, la variation intégrale (S) devra 
ou se réduire à une constante fixe ou varier par degrés insensibles. 
On pourra donc en dire autant de la quantité entière désignée par k; 
et, puisqu’une quantité entière ne peut varier par degrés insensibles, 
k devra se réduire à une constante fixe indépendante de la position 
initiale du point P. De plus, comme deux valeurs de ÎZ qui corres- 
pondent à une même valeur de Z se déduisent toujours l’une de 
fautre par l’addition d’un terme constant, elles croîtront simultané- 
ment de quantités égales, et par suite leurs variations intégrales 
seront les mêmes. Donc la valeur de (S), et par suite celle de k, sera 
encore indépendante de la valeur attribuée à ÎZ, pour une position 
donnée du point H. Donc, enfin, (S) dépendra uniquement de la 
forme générale attribuée à la fonction monodrome et monogène Z, 
et de la forme assignée au contour HIKL de faire S. 

Ce n est pas tout : si fon partage faire S en deux parties S', S", la 
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variation intégrale (S) se trouvera, en vertu de la formule (3), par- 
tagée en deux variations correspondantes (S'), (S"); et comme on 
pourra, de la même manière, partager (S') ou (S") en deux parties, 
puis chacune de ces parties en variations nouvelles, et ainsi de suite 
indéfiniment, il est clair que le partage de l’aire S en éléments a, b, 
c, ... entraînera le partage de la variation intégrale (S) en variations 
correspondantes. En d’autres termes, la formule 

(9) S = a-t-bH-c-+-... 

entraînera la formule 

(S) = (a) H- (b) -+- (c) 

les aires élémentaires étant choisies de telle sorte que jamais le con- 
tour do l’une d’elles ne passe par l’un des points singuliers C, C', 

(’/', D’ailleurs, ces aires peuvent devenir assez petites pour que 

chacune d’elles renferme un seul de ces points, ou n’en renferme 
aucun. Soient, dans cette hypothèse, s, s', s", ... les aires élémen- 
taires qui renferment respectivement les points C, C, G", On 

verra s’évanouir, dans le second membre de la formule ( 10 ), les 
variations intégrales distinctes de (s), (s'), (s"), ..., et cette for- 
mule donnera simplement 

(II) (S) ---(s) -h (sO 4- (s") -H.... 

On pourra même, dans la formule (i i), supposer les aires s, s', s", . . . 
réduites à celles de très petits cercles qui auraient pour centres les 

points C, C', G", Or, cette supposition étant admise, et c étant 

l’affixe du point G, Z sera de la forme 

(13) Z—{z — C)*M, 

U étant une fonction de qui, avec son logarithme népérien, restera 
monodrome et monogène dans l’intérieur de l’aire s, et h étant une 
quantité entière qui sera positive si c est racine de l’équation (5), 
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négative si c est racine de 1 é(juation (6). D ailleurs on tiieia de la 

formule ( 12 ) 

(13) \Z—h\{s — c)-f-îi/, 

et comme la variation intégrale de \u sera évidemment nulle, celle 
de \Z se réduira au produit de l’exposant h par la variation intégrale 
de 1(5 — c). Mais on aura 

ï(s — c) = lr-!-/)i, 

/■ étant le module et p un argument de — c; et comme la varia- 
tion intégrale de l’angle polaire p sera la cii’conféroHice at:, celle 
de ï(i: — c) sera 2 -ü:i. On aura donc 

(14) (S) = 27r/n. 

En nommant h' ou h", ... ce que deviendra h quand on passera du 
point C au point C' ou C", . . . , on obtiendra des formules scml)iai)l('s 
à l’équation (i4)> en vertu desquelles les valeurs de (s'), (s"), ... 
seront précisément les produits 2 -i:A'i, 2 -îrA'''i, Cela posé, la for- 

mule (il) donnera 

(•5) (S)-27r(A-4-A'-H/i"-i-...)i, 

et de cette dernière comparée à la formule (8) on tirera 

(>6) k = h^h'-hh''+.... 

Si, pour tous les points renfermés dans l’aire S, la fonction Z est 
non seulement monodrome et monogène, mais encore finie, b's 
racines c, c, c', ... appartiendront toutes à l’équation (5); par 
suite, les exposants h, h, h", ... seront tous positifs; et comme h 
désignera le nombre des racines égales à c, h' le nombre des racines 
égales à c', . . . , la somme 

h + h'->r h" k 

exprimera le nombre total des racines égales ou inégales de l’équa- 
tion (5), propres à représenter les affixes de points situés à l’inté- 



EXTRAIT No 556. 


•265 


rieur Je Taire S. D’ailleurs on tirera de la formule (8) 


(T, 2Tïi est précisément la variation intégrale de Iz correspondante à 
un mouvement direct de rotation du point mobile P autour d’un cercle 
qui aurait pour centre l’origine des afBxes. En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante : 

TîiKOiiÈME 1. — Soà Z V ajfixe variable cV un point mobile P; soit encore 
Z une fonction de z qui reste monodrome, mono gène et finie dans le voi- 
sinage de tout point situé à L’ intérieur d' une certaine aire S ou sur le con- 
tour de cette aire, et qui ne s’ épanouisse en aucun point de ce contour. 
Pour obtenir le nombre de celles des racines égales ou inégales de U équa- 
tion 

1 Z O, 

(/ni scro/U las ajfixes de /loinls situés à Vinlèvieur de l’aire S, il suffira de 
faire décrire au point mobile. P : i" le contour de l’aire S; 2“ la circon- 
férence d’un cercle qui aura pour centre l'origine des affixes; et de 
ehereher le rajiport des variations intégrales que subiront, dans le pre- 
mier cas, le logarithme \Z de la fonction Z, dans le second cas le loga- 
rithme ïs de la iKiriabk z. 

Il osl. bon tl’<)l)scrv(‘r que le Üiéorème précédent continue de sub- 
sister (jiiaiid on fait correspondre chaque variation intégrale, non 
plus à un mouvement de rotation direct, mais à un mouvement de 
rotation rétrograde du point mobile P autour de Paire S ou du cercle 
([ui a pour centre l’origine des alfixes. Ajoutons que, si, s étant la sur- 
face du cercle qui a pour centre l’origine, on désigne les deux varia- 
tions intégrales par les deux notations 

la formule (17) deviendra 

(. 8 ) 

OJùtvve^ de C- — S. I, t. XU- 


isf\Z, 

Agis 
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Lorsque la foncüon Z devient infinie pour des points situés à rinté- 
rieur de l’aire S, alors le premier théorème doit être évidemment rem- 
placé par la proposition suivante : 

TnÉORÈME IL Soit z Vaffixe variable d'un point mobile P; soit 
encore Z une foncAion de z, qui reste monodrome et monogène, dans 
le voisinage de tout point situé à V intérieur d' une certaine aire S ou sur 
le contour de cette aire, et ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun 
point de ce contour. Si l'on fait mouçoir un point mobile : i“ sur le con- 
tour de l'aire S; 2^^ sur la circonférence d'un cercle qui ait pour centre 
r origine des affixes, le rapport entre les variations intégrales que subi- 
ront, dans le premier cas le logarithme népérien \Z de la fonction Z, 
dans le second cas le logarithme népérien î:; de la variable z, sera la 
différence entre le nombre des racines de l'équation (5) et le nombre 
des racines de l' équation (6) quand on tiendra compte seulement de 
celles d'entre ces racines qui sont propres à représenter les affixes de 
mints situés à l'intérieur de l'aire S. 

§ IL — Application des principes établis dans le premier paragraphe 
* aux équations algébriques. 

Soient s une quantité géométrique, rie module de et 

(1) Z ~ az^^ bz^^-'^ g Z h 

une fonction entière de du degré n. Pour des valeurs croissantes 
de r, le rapport 

Z 

(2) ™ « H- 63-1 -h cz~^^ . . . -t- hz~'^ 

convergera vers la limite a, et ne pourra s’évanouir si l’on suppose 
r>iî, R étant assez considérable pour que, dans le second membre 
de la formule ( 2 ), le module du premier terme surpasse, pour r > fl, 
la somme des modules des termes suivants. Cette condition étant sup- 
posée remplie, nommons S l’aire du cercle qui a pour rayon fl, el 
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posons 

Z 

— ” 

Quand on fera décrire au point mobile P le contour de Paire S, la 
variation intégrale du logarithme de u sera nulle, et celle du loga- 
rithme 

\Z — Il \z H- î a 

se réduira au produit de n par la variation intégrale de îs. Donc le 
rapport des variations intégrales des logarithmes Iz et se réduira 
au nombre n, et, en vertu du théorème I du § I, n sera précisément le 
nombre des racines égales ou inégales de l’équation 

(3) 

Ainsi les principes établis dans le § I fournissent une démonstra- 
tion très simple et très directe de la proposition fondamentale, sui- 
vant laquelle tonie équation algébrique du degré n admet n racines 
algébriques ou géométriques , égales ou inégales. 

Ajoutons que, du théorème I (§ I), joint à la formule (7) de la 
page 223, on déduira immédiatement le théorème général que j’ai 
donné en i83i sur le nombre des racines d’une équation qui satis- 
font à des conditions données, avec des théorèmes particuliers et 
relatifs aux racines réelles, établis par moi-même eh i8i3, ou par 
M. Sturm en 1829. 


557. 

Analyse mathématique. — Sur les variations intégrales 
des fonctions (suite). 

C. R-, T. XL, p. 713 (2 avril i855). 

Quelques-unes des formules établies dans le précédent article sont 
évidemment applicables, non seulement aux fonctions qui sont à la 
fois monodromes et monogènes, mais encore à celles qui sont mono- 
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(Ironies sans être monogènes. Telles sont, en particulier, les for- 
mules (ïo) et (il) de la page 263. En conséquence, on peut énoncer 
la proposition suivante : 

Théorème. — Soit z Vajftxe variable d'un point mobile; nommons Z 
une fonction de z qui reste monodrome dans le v>oisinage de toiil point 
situé à l'intérieur d'une certaine aire S ou sur le con tour de cette aire, et 
ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun point de ce contour. Soient 
d'cdlleurs 

C, G', ... 

ceux des points de l'aire S qui ont pour ajfixes des racines de V une des 
équations 

(I) Zz^O, 

(^) ^ = 0 , 

et représentons par 

s, s', s'^ . . . 

des éléments de V aire S, dont chacun renferme un seul des points singu- 
liers 

G, G', .... 

Enfin soient 

(3) (S) = AÎZ 

la variation intégrale de Iz, dans le cas ou le point mobile dont z est 
V ajfixe décrit le contour entier de l'aire S, et 

(s), (sO, (s'O. ••• 

ce que devient (S), quand à Faire S on substitue les aires s, s\ s'% 

On aura 

(4) (S) = (s) + (sOh-(s^')H"..-. 

On peut généralement, à l’aide de la formule (4), calculer avec 
facilité la variation intégrale (S) en réduisant les aires élémentaires 
(s), (s ), (s ), . . . à celles de très petits cercles qui aient pour centres 
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les points G, CG C'G Alors, si la fonction Z est monogène, et si le 

point mobile tourne autour de Taire S avec un mouvement de rotation 
direct, on trouvera 

(•’>) (s) = 21TAi, 

h étant le nombre des racines égales à c, prises avec le signe 4- ou 
avec le signe suivant que ces racines appartiennent à l’éqiia- 
lion (i) ou à l’équation (2). Si l’on pose, pour abréger, 

(6) I=r27ri, 

e’(‘st-à-(lire si l’on représente par I la variation intégrale 

aO 

eorin^spondante à l’aire d’un très petit cercle dont le centre serait le 
pôle niêm(', on aura simplement 

(7) (s)=AI. 

(àrneaivons maintenant que la fonction Z cesse d’ètre monogène, 
mais in^ste rnonodrome. L’équation (4) continuera de subsister; et 
l’on pourra encore déterminer les variations intégrales (s), (s'), 
(s"), . . . en opérant comme on va le dire. 

Soit P le rayon du cercle infiniment petit qui a pour centre le 
point C. L’allixe variable s du point mobile, assujetti à parcourir la 
circonféri'uce de ce cercle, sera de la forme 


Z - — C H- pCT? 

et la vab'ur correspondante de Z sera de la forme 

.{«) ir=Rp, 

P étant une fonction de ct, qui, pour une valeur nulle de p, vérifiera 
généralement une équation de la forme 

( 9 ) AP = A AîSJ, 

h étant une quantité entière positive, nulle ou négative. Cela posé, on 



270 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

tirera de l’équation (8) 

(10) (s)=:iAP, 

et, eu égard à la formule (9), 

(11) (S)=:AI. 

Si l’on suppose 

z — æ+y\, Z—Xy-Y\, 

X, y, X, Y étant réels, et si d’ailleurs la fonction 

ne se réduit pas à zéro, on aura généralement 

( 12 ) . / 2 =±I, 

le double signe devant être réduit au signe -4- ou au signe suivant 
que U sera positif ou négatif. 

Nous montrerons, dans un prochain article, comment les princi|)('s 
que nous venons d’exposer peuvent être appliqués à la détermination 
du nombre des systèmes de valeurs de a?, y propres à vérifier d(uix 
équations simultanées 

X—o, Y— O. 


558. 

Analyse mathématique. — Sur les variations intégrales 
des fonctions 

C. R., T. XL, p. 8o4 (9 avril i855). 

J’ai, dans les précédentes séances, en considérant les variations 
intégrales des logarithmes des fonctions, établi divers théorèmes (jui 
s appliquent avec avantage à la résolution des équations algébriques 
ou transcendantes; mais à ces théorèmes on peut joindre encore un 



EXTRAIT N" 558. 


271 


grand nombre de propositions qui paraissent dignes d’ètre remar- 
quées. Je me bornerai à en indiquer ici quelques-unes. 

Théoukme I. — Soit Z V ajjixe d'un point mobile; soient encore u et e 
(leux fonctions de z^ dont chacune reste monodrome dans le voisinage 
(le tout point situé à l'intérieur d'une certaine aire S, ou sur le contour 
de cette aire, et ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun point de ce 
eonlour. Enfin désignons à l'aide de la notation 

bÂZ 

la variation intégrale que subit le logarithme d'une fonction Z de z, 
tandis que le point mobile dont l'affixe est z décrit, açec un mouçemenl 
dinxt, le contour entier de l'aire S. Si, en chaque point de ce contour, le 
rapport ojft't" ttn module inférieur à l'unité, on aura 

(i) AÏ(^/ H- e) -^\u. 

Démonstnition, — En effet, dans l’hypothèse admise, la différence 



entre' le premier et le second membre de la formule (i) sera nulle, 
aU(nidu que rargument principal de la somme 1-+- ~ ne pourra de- 
V(‘nir égal à dzrc. 

Corollaire. ~ Soient 

(‘t une valeur particulière de Posons d’ailleurs, pour abréger, 
1 :: 2 ni ; on aura, en vertu de la formule (i), 

( 9. ) A ï(:; — -^^o) b 

si, en chaque point du contour de l’aire S, le module r de s surpasse 

constamment le module de et 

(3 J AÏ (s — 5o) — O? 

si, on chaque point du contour de l’aire S, le module r est constam- 
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ment inférieur au module de Au reste, les formules (2) et ( 3 ) 
pourraient encore se déduire du théorème I de la page 265. 

On déduit immédiatement du théorème 1 la proposition suivante : 

ThéopxÈme il Soit Z Vqffixe cV un point mobile. Nommons Z une 
fonction de z qui s épanouisse pour z = c, et reste monodrome dans le 
Doisinage de la valeur c attribuée à la variable z. Soient d' ailleurs s V aire 
et P le rayon d'un très petit cercle qui renferme le point C, dont Vqffixe 
est c ; calculons, pour 

^ ~ c ~\- p^, 

les valeurs des divers termes de la suite 

Z, DpZ, Dp^Z, 

et soit, parmi ces termes, 

D^'Z 

le premier de ceux qui ne s’évanouissent pas quand on pose p = o. Enfin, 
représentons par P la valeur du produit 

encTiD«z 

correspondante à une valeur nulle de p. Si, en résolvant par rapport à la 
défi 

l’ équation 

( 4 ) 

qui sera généralement du degré in en co, on obtient pour valeurs de w 
des quantités géométriques dont les modules soient tous distincts de 
l unité, on aura, en nommant m le nombre de ceux qui surpasseront 
l unité, et (s) la variation intégrale de \Z correspondante au contour 
entier de l’aire s, 

(s) =: (rt — m)\. 

Corollaire. — Si l’on a n = i, et si d’ailleurs on pose 
z=za:+-y], Z — 


( 5 ) 
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m, y, X, Y étant réels, on trouvera 

P — cossj + iDyZ sinsr) = w’(Da;2' — i DyZ) + D^Z + i ByZ. 

Donc alors l’équation (4), réduite à 

, BxZ -H i ByZ 

^ ^b7z^xyï);z = ^’ 

offrira deux racines dont le module commun aura pour carré le 
module du rapport 

BxZ + iByZ _BxA' — Byr-hi(ByA^+BxY) 

BxZ -iByZ~ Bxyl'+ByV-i{ByJ: -BxYÿ 

et pour quatrième puissance le rapport 

( BxJr- B y ry + ( Byjr ^B^ry 
(BxA' +ByYy--i-{ByA-- Bx ry- ’ 

qui est inférieur ou supérieur à l’unité, suivant que la différence 

BxJt'ByY-ByA'Bxr 

est positive ou négative. Par suite on aura, en vertu de la formule (5), 
dans le premier cas, m = o, 

(6) (s)=r-I; 
dans le second cas, m = a, 

(7) (S)=:-I. 

On sera donc ainsi ramené aux formules (i i) et (12) de la page 270. 
On déduit encore aisément du théorème I la proposition suivante : 

Théorème III. — Soit 

(8) i{Z,s) 

une fonction des deux variables Z, z, qui reste, par rapport à chacune 
d’elles, non seulement monodrome, mais aussi monogène dans le t>oisi- 
nage des valeurs particulières et finies 


ORuvres de C. — S. 1 , l. XII. 


z=c, 


35 
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simultanément attribuées à ces variables. Supposons d ailleurs (jue, pour 
ces mêmes valeurs, on ait 

(9) D^f(Z,s) = A:, 

K désignant une constante finie. Si cette constante nest pas nulle, alors, 
pour des valeurs infiniment petites de z — c, l’équation 

(10) i{^Z,z)-î{C,c)-o 

fournira une valeur de Z très voisine de C, qui sera une fionction mono- 
drome et monogène de la variable z. 

Démonstration. — Posons 

a = f(Z, - f( C, ^), (' = f ( C, s ) - f( C, c), 

ce qui permet de présenter l’équation (lo) sous la forme 

a -f- P zir O. 

En considérant la différence — c comme une quantité infiniment 
petite du premier ordre, on obtiendra pour e une autre quantité infi- 
niment petite dont Tordre sera un nombre entier. Soit n cet ordre; 
tandis que z c convergera vers zéro, le rapport - — ^ — — convergera 
vers une limite finie k distincte de zéro, et si Ton pose, pour abrége^r, 

c ~ p^, z — (7 “ 

^ Il _ ^ 

Z— c • 

alors, pour des valeurs infiniment petites des différences 

;S~C, Z~c, 

ï se réduira sensiblement au module de et a au module de K-, par 
conséquent le module de ^ se réduira à un produit de la forme 

(i I) 

R ’ 

Ô étant une constante positive sensiblement égale au module x du 
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rapport Cela posé, concevons que l’on attribue à - une valeur très 
voisine de c, par conséquent une valeur à laquelle corresponde une 
très petite valeur du module p, et qu’en prenant pour centre le point 
dontraffixc est C on décrive autour de ce point un très petit cercle 
dont le rayon R soit au produit xp" dans un rapport supérieur à 
l’unité, par exemple dans le rapport de 2 à i; enfin nommons s l’aire 
de ce même cercle. Pour de très petites valeurs de p, le rapport (ii), 
c’est-à-dire le module de sera sensiblement égal au rapport 

y.p^ ï ^ 

il sera donc inférieur à l’unité, et par suite, en supposant les varia- 
tions intégrales relatives au contour de l’aire s, on aura (théorème I) 

( 13 ) A î(« -t- (') = AÏa. 

Mais, d’autre part, la valeur de u étant 

u = {Z—C)Ac^, 

et le module éfi étant sensiblement égal au module de qui, par 
hypothèse, diffère de zéro, on aura 

A 1 =r O, 

Aï« — AÎ(Z-C)=I. 

Donc la formule (12) donnera 

(13) AÎ(;t-t-c) = I, 
ou, ce qui revient au même, 

(14) AÏ[f(Z,s)-f(C,c)] = I. 

Donc, eu égard au théorème I de la page 265, l’équation (10), résolue 
par rapport à Z, offrira, pour une valeur infiniment petite de s — c, 
une racine très voisine de C, et n’en offrira qu’une de cette espèce. 
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De plus, en vertu de la formule 

(l5) i?r:=2Xp'% 


R sera infiniment petit en même temps que p; pareillement, si 
sont très voisins de c, et Z, Z, de C, Z^ — Z sera infiniment petit en 
même temps que z^ — z. Donc la racine Z de l’équation (ro) sera, 
dans le voisinage de z = c, une fonction monodrome de Enfin, 
f(Z, z) étant par hypothèse une fonction non seulement monodrome, 
mais aussi monogène des variables z, Z, et la dérivée Dj^f(Z, z) se 
réduisant, pour les valeurs z = c, Z = C de ces variables, à une con- 
stante finie K différente de zéro, la valeur de D^Z, tirée de la for- 
mule (lo), savoir 


(i6) 


D.Zrr- 


D. f(Z,^) 
D^f(Z,^)’ 


sera elle-même, quand z différera très peu de c, et Z de C, une fonc- 
tion monodrome de s. Donc, en définitive, et sous les conditions 
énoncées dans- le théorème III, l’équation (lo) fournira une valeur 
de Z, très voisine de G, qui sera une fonction monodrome et mono- 
gène de la variable 5. 

Corollaire. — Si les valeurs particulières c, C, attribuées aux 
variables z, Z, véi’ifient l’équation 

f(Z,=) = o, 

la formule (10) sera réduite à cette équation même. Cela posé, le 
théorème 1 entraîne évidemment la proposition suivante : 

Théorème IV. — Si î(^Z, z') esl une fonction toujours monodrome et 
mono gène des variables z, Z, la valeur de Z tirée de l'équation 

(17) f(Z,i!)=0, 

et correspondante à une valeur de z, qui, en demeurant finie, varierait 
par degrés insensibles, ne pourra cesser d’être une fonction monodrome 
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et mono gène de z qu’au moment où se vérifiera l’une des conditions 
(■ 8 ) ■ 

O 

(19) D^f(Z, 5 ) = o, 

(20) D^f(Z, 5 ) = i. 

Alors aussi la valeur de z, tiree de l équation ( 17 ), et correspondante à 
une valeur de Z qui, en demeurant finie, varierait par degrés insensibles, 
ne pourra cesser d’être une fonction monodrome et monogène de Z qu’au 
moment où se vérifiera V une des conditions 

T 

" o’ 

Ji,î{Z,z)=l. 

Corollaire. — Lorsqu’une fonction Z de z se réduit pour 5 = c à 
une constante ünic C, et reste monodrome et monogène pour des 
valeurs de z voisines de c, elle est, pour ces mêmes valeurs, dévelop- 
pal)l(i en une série convergente, ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de — c, en sorte qu’on a 

(îs4) Z—C = a{z-c)~hb{z — cY+... 

ou, ce qui revient au même, 

( 2 , 7 ) z — c — a{z — c) — b{z — cY — . . . — O. 

Or, si l’on réduit la fonction f(Z, s) au premier membre de la for- 
mule ( 5 ), alors des conditions ( 21 ), ( 22 ), ( 28 ) la seconde sera la 
seule que l’on puisse vérifier en posant z = c, Z = C, ei même, pour 
qu’elle se vérifie alors, il sera nécessaire que la constante a s’éva- 
nouisse, ou, en d’autres termes, que, z — c étant une quantité infi- 
niment petite du premier ordre, Z — C soit une quantité infiniment 


(21) 

(22) 
(2,3) 
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petite d’un ordre supérieur. Cela posé, le théorème II entraînera 
évidemment la proposition suivante : 

Théorème V. — Si une fonction Z de z se réduit pour s = c à une con- 
stante finie C, et reste monodrome et monogène pour des valeurs de z 
voisines de c , réciproquement s considéré comme fonction de Z , et assu- 
jetti à prendre pour Z — C la valeur finie c, sera, pour des valeurs de Z 
voisines de c, monodrome et monogène, pourvu que, z — c étant un infi- 
niment petit du premier ordre, Z — C soit encore un infiniment petit de 
cet ordre. 

Lorsque dans l’équation (24) la constante finie C diffère de zéro, 
on peut développer en série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de s — c, non seulement la fonction Z, mais aussi 
la fonction ^ et par suite l’intégrale 



En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème VI. — Lorsqu’une fonction Z de z se réduit pour z — c à 
une constante finie distincte de zéro, et reste monodrome et monogène 
pour des valeurs de z voisines de c, l’intégrale 


(26) 


/ 


(U 

Z 


est elle-Tneme , pour des valeurs de z voisines de 6% une fonction mono- 
drome et mono gène de z. 

Supposons maintenant la variable liée à la variable t par une 
équation de la forme 

(27) = 


Z étant une fonction implicite de z déterminée par la formule (17)* 
Si, T étant une valeur particulière et finie de on nomme c la valeur 
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correspondante de l’intégrale s de l’équation (27), on aura 



Cela posé, on déduira immédiatement des théorèmes IV et VI la pro- 
position suivante : 

Tiieorème vil — Si, f(Z, iï) étant une fonction toujours monodrome 
et mono gène des variables z, Z, on suppose Z lié à z- par la formule 

{il) f(Z,^)=o, 

l’intégrale z de V équation différentielle 

( 27 ) J),z = Z 

ne pourra cesser d’être une fonction monodrome et mono gène de t qu’au 
moment où l’on aura 

OU. bien encore au moment où, des deux fonctions 

( 29 ) 

l’une acquerra soit une valeur nulle, soit une valeur infinie. 

Corollaire J. — Si i'{Z, z) est une fonction entière de z et de Z, 
alors, en nommant m le degré de la plus haute puissance de dans 
j'(Z, z), on aura 

( 3o ) Ï{Z, z)r= P Z"‘-¥ qZ"'-'- + ...+ VZ'^-^VZ-\-W, 

P, Q, . . . , U, V, W étant des fonctions entières de la seule variable s. 
Alors aussi la dérivée Dxf(-Z', z) étant elle-même une fonction entière 
des variables z, Z ne pourra devenir infinie que pour des valeurs 
infinies de ces variables ou de l’une d’entre elles; enfin la valeur de Z 
fournie par l’équation 

î{Z,z) = o 

ne pourra devenir infinie, si z reste finie, qu’au moment où le coeffi- 
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cient P s’évanouira; et, quand Z sera nul, on aura nécessairement 
IF=o. Donc alors l’intégrale Zde l’équation (27) ne pourra cesser 
d’être une fonction monodrome et monogène de t qu’au moment où 
cette intégrale vérifiera l’une des trois conditions 


(Si) P — o; 

( 32 ) IK = o, 

ou bien encore la condition fournie par le système des deux équations 

(33) f(Z,s)-o, D;,f(ir,^:) = o. 

Remarquons d’ailleurs que le cas où le premier membre ï{Z, z) de 
l’équation (17) serait une fonction rationnelle des variables Z, z peut 
toujours être ramené au cas où ce premier membre est une fonction 
entière, puisqu’on peut toujours passer du second cas au premier en 
faisant disparaître les dénominateurs. 

Corollaire H. — Lorsque le coefficient P est indépendant de la 
variable z, on peut le supposer réduit à l’unité, et il n’est plus pos- 
sible de satisfaire à la formule (3i); il en serait encore de même si 
les coefficients 

Q, ..., U, V, W 

étaient tous divisibles algébriquement par P. Dans le cas contraire, 
Z deviendra infini pour des valeurs finies de pour lesquelles on aura 
P — o. Soit c l’une de ces valeurs. Quand s — c deviendra infiniimmt 
petit, Z devenu infiniment grand se réduira au produit d’un facteur 
fini, mais distinct de zéro, par une expression de la forme 

{Z-C)V-, 

1 exposant p. étant négatif. Donc cet exposant ne sera point de l’une 
des formes 

, 1 I 

* ’ ^ ) I H ? 

^ n 

qu il devrait revêtir (n étant entier), pour que la fonction ^ de / ne 
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cessât pas d’être monodrome et monogène. Donc, si l’intégrale de 
l’équation (27) ne cesse jamais d’être monodrome et inonogène, le 
coelFicient 7^ de Z"‘ dans l’équation (1.7) pourra être supposé réduit à 
l’unité, et cette équation même a la forme 

( 3 .',) + u/j-\- vz-\-n' = o, 

Q, U, V, 11' étant des fonctions entières de s. 

11 reste à joindre aux formules (28), (32), (33) les conditions qui 
expriment que l’intégrale s de l’équation (27) ne cesse pas d’être uiu' 
fonction monodrome et monogène de t, quand on attribue à t une 
valeur finie voisine de l’une de celles pour lesquelles se vérifie ou 
l’une des formules (28), (32), ou le système des équations (33). 
(l’est ce que nous ferons dans un prochain article. 


559. 

Axaivsiî .at.gkbiuquk. — Sur la transfortnalion des fondions implicites en 
fonctions monodrornes et monogènes, et sur les développements de ces 
fonctions en. séries convergentes. 

II., T. X[., |). 878 (i(') avril 

La formule de Lagrange permet de développer sous certaines con- 
ditions une fonction implicite d’une variable en une série ordonnéi' 
suivant les puissances ascendantes de cette variable. Mais elle su|)- 
pose que la valeur de, la fonction, correspondante à une valeur nulb' 
(le la variable, est la racine simple d’une équation linéaire. Quand, au 
contraire, cette valeur est une racine multiple d’une équation algé- 
brique ou transcendante, la formule de Lagrange cesse d’étre appli- 
cable. Toutefois on peut souvent, dans ce cas là même, développer 
encore la fonction en une série convergente, en suivant la méthode 
que M. Puiseux a exposée dans ses recherches sur les fonctions algé- 

3G 
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de Z très taôismes de C, Nommons dune de ces j'acines, et Z.,, Z.., 
celles qui lui sont associées comme termes d’une même substitution circi 
laire du degré 7 i, en sorte que V accroissement 2?: attribué à l’argumei 
de la variable z transforme Z, en Zo, Zo en Z3, . . . , Z,^_, en Z et / 
en Z^. Si l’on pose 

( 3 ) z — c—iU^, 

chacune des racines 

^1, ^2, 

sera une fonction monodrome et monogène de la variable u, dans le \)o 
sinage d’une valeur nulle de cette variable. 

Démonstration. — Chacune des racines 

777 7 

1 > 2 » ;j > • • • ? î 

étant une fonction monodrome et monogène de z, et à plus for 
raison de u, dans le voisinage de toute valeur de très voisine de 
mais distincte de c, par conséquent dans le voisinage d’une valci 
de U très voisine de zéro, mais distincte de zéro, il reste seulement 
montrer que ces racines sont encore des fonctions monodromes 
monogènes de u dans le voisinage d’une valeur nulle de ii; et, poi 
le prouver, il suOit de faire voir que chacune d’elles et sa dériv.i 
relative à s reprennent leurs valeurs primitives, quand l’argument 
de a croit de la circonférence 2 tc. Or effectivement, en vertu de 
formule ( 3 ), si l’on fait croître n fois de suite l’argument p de 
quantité 

2Tr 

il ^ 

l’accroissement correspondant de s — c sera chaque fois égal à 21 
donc la l'acinc Z^ sera successivement remplacée par Z,, puis p 
Zj, ..., puis par Z„, puis elle reprendra sa valeur primitive, quai 

l’accroissement définitif et total de p sera le produit de ^ par 
c’est-à-dire 2-1T. Ajoutons qu’on pourra en dire autant de la dériva 
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560. 

■ Anaia’sh mathématique. — Sur les compteurs logarithmiques. 

0. H., T. XL, p. 1009 (3o avril iSââ). 

Tandis que les logarithmes réels des nombres permettent de sim- 
plifier notablement les calculs numériques, on peut, dans la haute 
Analyse, tirer un parti avantageux des logarithmes imaginaires; et 
pour déterminer, dans une équation algébrique ou même transcen- 
dante, le nombre des racines réelles ou imaginaires qui satisfont à 
certaines conditions, il est très utile de recourir à ce que j’appellerai 
les compteurs logarithmiques. Je me propose ici d’en donner une idée 
en peu de mots. 

Soient 


U 1 ; - ^ ,r -I- )• i 

l’affixe d'un point mobile P; s', z." deux valeurs particulières de s, 
qui représentent les affixes des extrémités M et N d’une certaine 
ligne droite ou courbe MN décrite par ce point mobile, et s l’arc 
mesuré sur cette ligne dans le sens du mouvement, à partir d’une 
origine fixe A; soient enfin /'les valeurs de s correspondantes aux 
points M et N. Tandis que Tatfixe s du point mobile P et les coordon- 
nées rectangulaires x, y liées à z par l’équation (i) varieront, avec 
l’arc .y, par degrés insensibles, le logarithme népérien Is variera lui- 
même, et ne pourra changer brusquement de valeur qu’à une époque 
où l’argument principal de z, ayant atteint l’une de ses deux limites - 
ou -ir, passera de l’une à Tautre; par conséquent, à une époque où, 

.r étant négatif, le rapport ^ changera de signe en passant par Tin- 

fini. Cela posé, en considérant le rapport ^ comme fonction de s, 

nommons K la somme des indices de ce rapport correspondants à des 
valeurs négatives de x, et indiquons, à l’aide de la lettre caractéris- 
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tique A, placée devant les logarithmes népériens 

Iz et U. 

dont le second varie avec s par degrés insensibles, les variations iiilé- 
grales qu’acquièrent ces logarithmes, tandis que le point mobile P 
décrit la ligne MN. La variation logarithmique AÏ;; sera évidemmeiil 
liée à la variation 

(а) A 15= U"- U' 
par la formule 

(3) AÏ5 = Al5 + A'[, 
la valeur de 1 étant 

(4) I = 2ri. 

De plus, comme, en désignant par c un facteur eonstani, ou aura 
généralement 

(5) AÎ(c5) = Ai5, 

si dans la formule (3) on remplace - par — 5 , on (rouvt'ra 

(б) AÏ5 = AI(-5)-i- a;i, 

IC étant la somme des indices du rapport -- correspondants ii des 
valeurs positives de x; puis on tirera des formules (3) et ((>) 


(7) 

la notation 



exprimant l’indice intégral de ^ entre les limites ^ ^ .v", c’est- 

à-dire la somme des indices du rapport ^ correspondants aux divers 
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points où la ligne MN rencontre l’axe des x. D’autre part, comme, en 
■désignant par a, b deux quantités algébriques et supposant 

( 8 ) C ~ . CL — f- h\^ 



Des formules (7) et (10), comparées l’une à l’autre, on déduit immé- 
diatement l’équation 


.S' -r s' S ■=. 

<lont le second membre dépend uniquement des alfixes z' , z" des 
points M, N et conserve la même valeur, quelle que soit la nature 
de la ligne, droite ou courbe décrite par le point mobile P. Le pre- 
mier membre doit donc être lui-même indépendant de la nature dci 
cette ligne. En effet, si l’on désigne par u ou le rapjDort ^ ou une 
fonction réelle quelconque de l’area, assujettie à varier avec cet arc, 
tant qu’elle ne devient pas infinie, par degrés insensibles, et si l’on 
nomme 11! , if les valeurs de u correspondantes aux valeurs s" de s, 
on aura’ généralement 


.y s'' s .î' 



s — s' s = s' 


de sorte qu’entre les limites s = s', s = s" l’indice intégral de u, joint 



à celui de donnera pour somme zéro, si a, u" sont des quantités 
de 'même signe, et — i ou + i dans le cas contraire, savoir : + i si, 
a' étant négatif, u" est positif; — i si, u' étant positif, u" est négatif. 

Ajoutons que, si U, F désignent deux fonctions entières de .y, et IF 
le reste qu’on obtient en divisant algébriquement U par F, on aura 

- .i ' S - - .F 

-+- Fi 

une fonction de qui demeurp monodrome dans le voisinage d’un 
point quelconque de la ligne MN décrite par le point mobile P. On 
tirera de la formule ( 7 ), en y remplaçant par Z, 

s • .V' 

Si la ligne MN se transforme en un polygone ou en une courbe fermée 
qui serve de contour à une certaine aire S, alors, le point N se con- 
fondant avec le point M, les variations intégrales A IZ, A 1(— Z) s’éva- 
nouiront, et l’équation (i5) donnera 


évidemment 

(13) 

Soit maintenant 

(14) 


(t6) 



Enfin, si la fonction Z de z est non seulement monodrome, mais aussi 
monogène dans le voisinage d’un point quelconque de l’aire S ou de 
son contour MN, et si d’ailleurs, en décrivant ce contour, le point 
mobile* P tourne autour de Faire S avec un mouvement de rotation 
direct, chacun des membres de l’équation ( 16 ) représentera la diffé- 
rence qu’on obtient quand, après avoir déterminé, pour chacune des 
deux équations 
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le nombre des racines propres à exprimer les afïîxes de points ren- 
fermés dans Taire S, on retranche du nombre de celles qui appar- 
tiennent à la première équation le nombre de celles qui appartiennent 
à la seconde. 

Il est bon d’observer que, dans l’équation (i6), I représente la 
variation intégrale AÎ:; correspondante au contour d’une aire qui 
renfermerait le pôle. En conséquence, si Ton nomme (S) la valeur 
commune des deux membres de l’équation (i6), on aura non seu- 
lement 



mais encore 


( 20 ) 


(S) = 


AlZ 

Ab’ 


les variations intégrales aIz, Ab étant relatives. Tune au contour 
do Taire S, l’autre au contour d’une aire qui renfermerait le polo. 
Ajoutons que la formule (20) continuera do subsister si les mouve- 
ments de deux points mobiles assujettis à décrire les deux contours 
dont il s’agit, au lieu d’être Tun et l’autre directs, sont tous deux 
rétrogrades. 

Dans le cas où la fonction Z reste monodrome, monogène et finie 
en chaque point do Taire S, la quantité (S) déterminée par la for- 
mule (19) ou (20) est précisément le nombre de celles des racines 
de l’équation (17) qui sont propres à représenter les afFixes de points 
renfermés dans Taire S. Pour ce motif, nous désignerons la quan- 
tité (S) sous le nom de compteur logarithmique. Cela posé, on pourra 
énoncer les deux propositions suivantes : 

Théorème I. — Lorsque la fonction de z, représentée par Z, reste mono- 
drome, monogène et finie, dans le voisinage d’un point quelconque de 
l’aire S, le compteur logarithmique (S), déterminé par l’équation (19) 
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ou (20), exprime le nombre de celles des racines de l’ équation 

Z-Q, 

qui sont les affixes de points renfermés dans l’aire S. 

Théorème II. — Lorsque la fonction de z, représentée par Z, resU 
monodrome et monogène dans le voisinage d’un point quelconque di 
l’aire S, le compteur logarithmique, déterminé par V équation (19) ou 

(20) , est la différence des deux nombres qu’on obtient en cherchant com- 
bien de racines, représentées par des affixes de points renfermés daiu 
l’aire S, appartiennent d’une part à l’équation Z = 0, d’autre part à 

7. , • I 

l équation ^ = o- 

Ajoutons que, si la fonction Z sc décompose en deux facteurs ü, V, 
dont le second ne devienne jamais nul ni infini en aucun point du 
contour de l’aire S, on pourra, dans la recherche du compteur loga- 
rithmique, substituer la fonction C/ à la fonction Z. 

Ajoutons encore que, si, le contour de l’aire S étant composé de di- 
verses parties, les parties correspondantes de la variation intégrale AÏ; 
sont deux à deux égales au signe près, mais affectées de signes con- 
traires, le compteur logarithmique (S) se réduira simplement à zéro. 

De la première remarque, jointe au premier théori'me, on conclul 
immédiatement (^voir la page 267) que toute équation, algébrique du 
degré n admet n racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales. 

De la seconde remarque jointe au second théorème, on déduil 
immédiatement une proposition établie par M. Liouville, qui est rela- 
tive aux fonctions doublement périodiques, et que l’on peuténoncei 
comme il suit : 

TinîORÈ;ME III. — Soient z l’ affixe d’ un point mobile, et x, y deua 
coordonnées rectangulaires ou obliques mesurées sur deux axes qui, pas- 
sant par le pôle, forment avec l’axe polaire les angles o et y , en sorti 
qu’on ait 

(21) 


z=:u.T-\-U/_y. 
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SoU, de plus, Z une fonction monodrome et monogène de z, qui ne varie 
pas quand on attribue à la variable x l’ accroissement a, ou à la variable y 
l accroissement h. Si l on nomme S l aire d’ un parallélogramme dont les 
cotés, représentes par a et h, soient respectivement parallèles aux axes 
des X et des y, et ne renferment aucun point dont l’affixe soit racine de 
l’une des équations 

r/ * 

Z — O, ' 

le nombre des points pour lesquels se vérifiera la première équation , sera, 
dans l intérieur du parallélogramme, égal au nombre des points pour 
lesquels se vérifiera la seconde. 

.le joindrai ici une dernière observation. Si Z est une fonction 
entière de z du degré n, on pourra, en opérant comme je l’ai fait 
dans le Mémoire de i83i, déduire de la formule (19), jointe aux 
équations (12) et (r3), le nombre m des racines de l’équation Z = o 
(‘orrespondantcs à des points renfermés dans l’aire S, lorsque le con- 
tour de cette aire se transformera en un polygone rectiligne ou curvi- 
ligne dont chaque côté sera ou une ligne droite ou un arc de cercle. 
Toutefois, si l’on suit la marche indiquée dans le Mémoire cité, alors, 
dans chacune des fractions rationnelles dont les indices serviront à 
déterminer le nombre m, les deux termes, réduits à des fonctions 
entières^d’une seule variable, seront généralement du degré n quand 
il s’agira d’un côté rectiligne du polygone, et du degré an quand un 
côté se transformera on un arc de cercle. Les principes ci-dessus 
exposés permettent de réduire, dans le second cas, le degré an au 
degré n. Pour montrer comment cette réduction s’opère, concevons 
que, Z étant une fonction entière de .s du degré n, on demande le 
nombre m de celles des racines de l’équation Z = o qui corres- 
pondent à des points situés dans l’intérieur du cercle qui a pour 
rayon le module r, et pour centre le point dont l’afBxe est c. Pour 
chacun des points situés sur la circonférence de ce cercle, l’affixe z 
sera de la forme 
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et, en posant 


: tanp 


on aura 
(22) 


x; ~ -h r 


I — f- t i 
I — ti 


Cela posé, si l’on prend 

( 23 ) 7 ’=(I- 0)«Z, 

T sera évidemment une fonction entière de t du degré ji. D’ailleurs 
on pourra aux limites —r., -+-1: de la variable p faire correspondre 
les limites —oo, +00 de la variable t; par conséquent l’équation (19) 
jointe à l’équation (aS) donnera 

A T 7’ — /?. A î (■ I — i.\) 

(24) . = ’ 


chaque variation intégrale s’étendant à toutes les valeurs d(' / e.oin- 
prises entre les limites z = — oo, t — co. Mais on aura entre* ces 
limites 

AÎ(i — ii)— Al(i — = — Tti = — 

Donc la formule (24) donnera 
■ n Aïr 

' Si maintenant on pose 
(26) 7 ’=t/+Fi, 


U, Fêtant deux quantités algébriques, on tirera de la formule (20). 
jointe à l’équation (i5), 

, n AI(T)-hàl(— T) I 'ir 

(27) = T— ^ t 7 ’ 

2 2I 9. tf i^V J 

t :;r; — 00 

et il est clair que, dans l’équation (27), U, V seront, ainsi que T, des 
fonctions de t entières et du degré n. 
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561 . 

Analyse algébrique. — Sur le dénombrement des racines qui, dans une 
équation algébrique ou transcéndante , satisfont à des conditions 
données. 

C. R., T. XL, p. ï3qi9 (25 juin i855). 

Gomme je l’ai remarqué dans de précédents Mémoires, les diverses 
racines réelles ou imaginaires d’une équation algébrique ou trans- 
cendante peuvent être censées représenter les affixes de points situés 
dans un certain plan, et le nombre de celles qui correspondent à des 
points compris dans un contour donné est exprimé par le compteur 
logarithmique. D’ailleurs, ce compteur peut être déterminé à l’aide 
des indices des fonctions, et par conséquent le dénombrement des 
racines qui satisfont à des conditions données peut être réduit à la 
détermination de ces indices. Effectivement, le calcul des indices 
fournit un moyen simple d’aborder, pour une équation algébrique, 
les (leux problèmes que j’ai résolus en i8i3 et en i83i ('), savoir : 
le dénombrement des racines positives, des racines négatives et des 
racines réelles ou imaginaires qui représentent les affixes de points 
renfermés dans un contour limité par des droites ou des arcs de 
cercle. 

D’autre part, l’indice intégral d’une fraction rationnelle entre des 
limites données peut se déduire, ou de la considération des poly- 
mimcs que fournit la recherche du plus grand commun diviseur 
algébrique entre les deux termes de la fraction et des propriétés 
que possèdent ces polynômes, spécialement de celles que M. Sturm 
a signalées le premier et appliquées au dénombrement des racines 
réelles, ou, comme l’a fait M. Hermite dans un Mémoire (^) qui m’a 

(^) OE libres de Cauchy, S. II, T. XV. 

(2) t)ans CO beau Mémoire, M. Hermite déterminai r aussi le nombre des systèmes de 
valeurs réelles de et de jr qui, étant comprises entre des limites données, vérifient 
deux équations algébriques en x et 7 . 
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toujours paru digne d’être remarqué, de la considération de certain 
équations d’une forme particulière et dont toutes les racines so 
réelles. 

La méthode suivie par M. Herraite, et appliquée par lui-même 
dénombrement des racines réelles, évite les divisions. A la vérité, 1 
résultats immédiatement fournis par elle diffèrent au premier abo 
des résultats plus simples que fournit la méthode de M. Sturr 
quand, avec M. Sylvester, on débarrasse chaque polynôme du di’ 
seur constant introduit par la division algébrique. Mais on pe 
revenir des uns aux autres, et un artifice de calcul dont la simplici 
a frappé M. Hermite, auquel je le communiquais, peut être utileme 
mis en œuvre pour cette transition que M. Hermite m’a dit av( 
effectuée de son côté. D’ailleurs les principes sur lesquels s’appuie 
nouvelle méthode se déduisent avec facilité de plusieurs théorèm 
déjà connus; on pourrait dire qu’elle consiste dans l'emploi de thé 
rèmes nouveaux qui sont des conséquences directes des prcmici 
J’ai cru qu’il ne serait pas sans intérêt d’énoncer avec précision c 
divers théorèmes, d’en simplifier, autant que possible, les démo 
strations, enfin d’appeler l’attention des géomètres sur les rappoi 
qui existent entre eux, sur l’extension qu’on peut leur donner, s 
les nombreuses applications auxquelles ils se prêtent. Tel est l’obj 
spécial du Mémoire que j’ai l’honneur de présenter h l’Académie, 
me bornerai pour l’instant à le résumer en peu de mots. 

D’après la règle de Descartes, dans une équation dont le premi 
membre est ordonné suivant les puissances descendantes de l’i 
connue, le nombre des racines positives est tout au plus égal 
nombre des variations de signe, et le nombre des racines négath 
au nombre des permanences de signe entre les coefficients d 
diverses puissances pris consécutivement et deux à deux. 

Si quelques coefficients s’évanouissent, chacun d’eux pouvant êl 
à volonté considéré comme positif ou comme négatif, le nombre d 
permanences pourra dépendre des signes qui leur seront attribué 
et admettre, en raison de cette dépendance, une valeur maximi 
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ainsi qu’une valeur minimum. La différence entre ces deux valeurs sera 
égale ou inférieure au nombre des racines imaginaires \^voir Y Analyse 
algébrique, p. 019 (*)], pourvu toutefois que l’équation donnée n’ait 
pas des racines nulles. 

De ce théorème fondamental on déduit immédiatement les deux 
propositions suivantes, dont la première était connue depuis long- 
temps : 

Théouème I. — Dans une équation algébrique dont toutes les racines 
sont réelles et distinctes de zéro, les coefficients de deux puissances consé- 
cutives de l’inconnue ne peuvent disparaître simultanément, et quand un 
coefficient s’évanouit , les deux coefficients tmsins sont affectés de signes 
contraires. 

Théorème II . — Représentons par 

A- \, .ta, • • 1, 

des fonctions réelles et entières de x, la dernière X„ étant telle, que les 
racines réelles de l’équation 

( I ) A.,i~ O, 

comprises entre, les limites x — x', x = x", soient des racines simples qui 
ne réduisent pas X„_, à zéro. Soit encore 0 une fonction entière de x et ^ 
déterminée par la formule 

Si, pour toute valeur réelle de x comprise entre les limites x‘ , x", les 
n racines de l’ équation 

( 3 ) 0 = 0 , 

résolue par rapport à l’inconnue 0, sont constamment réelles, l’accroisse- 
ment que subira le nombre des permanences entre les termes de la suite 

(4) éüi, A'n.—if A',i, 

(^) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. III, p. 324* 
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quand on passera de la limite x = x' à la limite x = x" , sera précisé- 
ment la valeur de l’indice m déterminé par la formule 



Corollaire /. — Pour que l’équation ( 3 ) soit du nombre de celles 
dont les racines ne cessent jamais d’être réelles, il suffît que ±: 0 
soit ce que devient la résultante algébrique de fonctions réell(‘s et 
entières de x, représentées par les divers termes d’un tableau à 
double entrée dont chaque ligne horizontale ou verticale renlérim', 
«termes différents, quand on retranche l’inconnue 0 de cliacun des 
termes situés sur une diagonale, si d’ailleurs ce tableau n’est pas 
modifié quand on échange les lignes horizontales contre les lignes 
verticales; par conséquent, il suffît que d=© soit la résultant(ï d'un 
tableau de la forme 

^1,2) • • • > 

®2,2 — • • • > S2,«, 

J * • • > • • * , 

®»,2, •••, ô, 

étant une fonction entière de x dont la forme dépende des 
nombres p, v et redevienne la même quand on échange entre eux 
les indices p, v. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si, étant de 
la forme Sji+v-a. le tableau (6) se réduit au suivant : 

®0 Si, •••, ®K— 1, 

32—0, ..., S„, 

••y J •••? 

1? • y 2 — 

Corollaire IL — On doit remarquer le cas particulier où, dans le 
tableau (7), 5^ est une fonction linéaire de x, par conséquent de la 
forme 

a^, étant deux coefficients réels. C’est ce qui aura lieu, par exemple. 



(6) 




Sj.l, 



K\TI{AiT N" oGI. 


' ' ■ - racines réelles ou iiiiaf<iiiair(‘s, supposées 

^ali's, iruiic certaine é(|ualion 


it tuus les eoeliieienis soril réi'ls, on p(tse 

/m'', 'i./ .r., V •>(.,. .r,) ...... 

<<‘'“1'^ <1'»'* -'V- ^v- h' (inaiitités 

tneinqnes e.uiju^niées en niéni.' temps (ine .r,,., ay. Supposons, 

r pin- lie entnmo.lite, le eoellieient «!(' ./•„ dans rt réduit à l’unité, 

(}iî*uîi aif 

‘ ^ “ i . . . i • 

<uïs tTailh^urs 

i/noits [tar s., la résultante du tahhuiu 


1 . 

I 

V., J* .V,,, . 

tî' S, la rrsîîltanl <Iîi lahli^atî 

I . 


• » ' / l f 

. , A,. 

• ♦ 'jV ?» 

.» t» 

. » 


17 


î f • • • » ^ 3 ^ I ; 

lîira, en ailinettant pour valeur <le celle que délennine la l'or- 
e i ‘i !. 


J ,) *>« '*<„ <i'„ >1 


t ,1 I '' I /} X/, 

, ;■ ( ... -H , 

I„ .1 ./ .r, r 

esignant une quantité <jui, pour nue valeur réelle de ;i\, s(‘ra 
i<r.H,.tr>dTV . s. t.». XII. 38 
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réelle et affectée du même signe par conséquent du même 

signe que ou suivant que l sera pair ou impair. Cela posé, si 
l’on nomme une fonction entière de x déterminée par la formule 

U, k\ k 

— — [ ^ 

^ ^ a X — X — x^ X — x,^ - 

et ±0 la résultante du tableau (7), l’équation (3). sera du nombre 
de celles auxquelles s’appliquera le théorème I, la valeur de l’indice m 
étant, pour des valeurs paires de /, 

x=.x'’ 

(.7) '”=0(5)’ 

X — X' 

et, pour des valeurs impaires de l, 

(.8) 

Ajoutons qu’en vertu des équations (9) et (i i) la valeur générale 
de Sv dans le tableau (7) sera de la forme 

( ^ 9 ) ®v •^/+V X . 

Pour tirer des formules qu’on vient d’établir le parti le plus avan- 
tageux, et en dédjuire, avec le moins de calcul possible, l’indice 
intégral 

X~ X” , 

x = x' 

il convient de Joindre au théorème II la proposition suivante : 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème II, et la valeur de étant déterminée par le système des J'ormules (9) 
et (il), le théorème U continuera d’être applicable, quand on prendra 
pour ±% la résultante du tableau (7), après avoir remplacé générale- 
ment dans ce tableau par d's^, a étant un coefficient réel. 
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Corollaire. — Supposons, pour fixer les idées, que le coefficient a 
soit positif. Si les quantités de la forme 

sont toutes distinctes de zéro, pour chacune des valeurs x' , x" attri- 
buées à la variable alors, pour de très petites valeurs du coeffi- 
cient a, on aura sensiblement 

(20) Av * — AvJ?C 

étant ce que devient u' — D^u quand on y pose x = «v, et 

(21) • 

Cela posé, en attribuant au coefficient a des valeurs suffisamment 
petites, on conclura de la formule (20) que l’équation ( 5 ) peut être 
réduite à l’équation (17) ou (18), ce que l’on savait déjà, puis de 
la formule (21) que, dans la recherche de l’indice m déterminé par la 
formule (18), on peut à la suite (4) substituer la suivante : 

( 22 ) I, 5 ], Sj, . . . , s,i. 

En conséquence, l’indice m déterminé par l’équation (17) sera 
précisément l’accroissement que subira le nombre des permanences 
de signe dans la suite (22) quand x. passera de la valeur x' à la 
valeur x". 

Si l’on suppose en particulier n;'= — 00, x" — <xi, l’indice m sera 
la différence entre le nombre des permanénces de signe et le nombre 
des variations de signe dans la suite 
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562 . 

Calcul des résidus. - Considérations nouvelles sur les résidas. 
c. R., T. XLI, p. 4i (9 juillet i855). 

Dans cc Mémoire, l’auteur considère sous un nouveau point de vne 
les résidus des fonctions et les définit comme il suit • 

Lorsqu’une fonction f(o) de l’afflxe = devient infinie pour une 
va eur c de cette .afflxc, mais demeure monodromc et monogéne pour 

des valeurs voisines de c. le résidu panUl de f(a) relatif à la racine e 
de 1 équation 

■est la moyenne isotropique entre les diverses valeurs du produit 

correspondantes à un module constant et très petit, mais à des ar-ni 
ments divers de la différence - - ^ 

■C cette différence on a ’ '' ' représentant par 


ri 


c)f(^) 






Théorème. - Soient 
- I affixe d’un point mobile; 

»Wcnva.ppa,./rcmfcrrLS:: ~ 
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c, c' , c", ... les affixes des points singuliers compris dans cette aire et 
pour lesquels on a 

ï 


(0 


l'(-) 


— o; 


S l’aire renfermée dans le contour FGH ; 

S l’aire renfermée dans le contour KLM ; 

(s) l’intégrale J' î{z-) cls étendue à tous les points du contour FGH qu un 
point mobile est supposé décrire en tournant autour de l’aire s avec un 
mouvement de rotation direct; 

(S) ce que devient la même intégrale, quand on substitue le contour KL-\[ 
au contour FGH ; 

u la valeur de z correspondante à un point quelconque du contour FGH ; 

V la valeur de z correspondante à un point quelconque du contour KLM ; 

w la valeur de z correspondante à un point situé enU'e les deux contours. 
Si l’on pose, pour abréger. 


V); 


(s) 




(S) 


la. valeur de I étant 
on aura 

(•O 


1 ~ 27ri, 


t\> = n 


Corollaire. — Si, dans l’équation ( 2 ), on remplace IX^^) 
port 

f(<v) 


W — .S 

alors, en supposant le point dont l’affixe est renfermé entre les deux 
contours FGH, KLM, et ayant égard à la formule 




on aura 
(3) 


f(5)=y)-ü+ ^ L 




c." 
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563 . 

Analyse mathématique. - Sur une formule très simple et très générale 
(jui résout immédiatement un grand nombre de problèmes d’ Analyse 
déterminée et d’ Analyse indéterminée. 

C. R., T; XLII, p. 366 (aS février i856). 

La considération des fonctions linéaires et homogènes m’a conduit 
à divers théorèmes, puis à une formule très simple, qui, en raison 
des nombreuses applications qu’on en peut faire, m’a paru digne 
d’être remarquée, et que je vais établir. 

(Considérons d’une part m variables 

Xf J'y Z y . . • , ty 

d’autre part n fonctions linéaires et homogènes 

a, IV, . . .y s 

de ces mêmes variables. Les valeurs de ces fonctions seront fournies 
par /Z équations, desquelles on pourra tirer les valeurs do quehiues- 
unes des variables 

a-, y, Zy ..., t, 

exprimées en fonctions des autres variables, et des termes de la suiti' 

U, (>, W, ...y .î. 

Pour y parvenir, on tirera de la première équation la valeur d’une 
variable x,, puis on la substituera dans les autres équations. Si, 
par cette substitution, toutes les variables ne sont pas éliminées en 
même temps que az,, on tirera d’une seconde équation la valeur d’une 
seconde variable x.,, . . . , et en continuant de la sorte, on substituera 
aux équations données, d’une part, des équations qui détermineront, 
certaines variables 

Xi, x^, . . . , X.J, 
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dont lo nombre sera v, en fonction de to — v autres variables 

<1 y y • « • ^ 

et des termes de la suite 

U, w, ..., s; 

d’autre part, si, v étant inférieur kn,n — v diffère de zéro, n — v équa- 
tions de condition linéaires et homogènes entre les fonctions 

U, w, s. 

Dans ce dernier cas, les variables 

Xf y, Zy . . . , t 

étant prises pour clefs anastrophiques, si l’on pose 

£î = . . . ,ç, 

le produit symbolique |IÎ| sera identiquement nul, quelles que soient 
d’ailleurs les valeurs attribuées, dans le développement de |0!, aux 
produits symboliques partiels qui auront pour facteurs n termes de 
la suite 

OC y J' ^ Zy ■ • • 9 

Dans le cas contraire, en laissant indéterminée la valeur de chacun 
de ces produits partiels, on obtiendra une valeur de 1Ü| qui renfer- 
mera une ou plusieurs indéterminées, dont l’une sera précisément la 
valeur attribuée au produit symbolique 

Cela posé, on établira sans peine les propositions suivantes : 
Tuéorème I. — Étant données n équations qui expriment n quantités 

l/y .(>, W, S 

en fonctions linéaires et homogènes de m variables 

X, y, s, t, 

Çî~uvv(\..s; 


posons 
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et concevons que, les variables x, y, r-, t étant prises pour clefs 
anastrophiques, on laisse indéterminée dans le produit | O | /<r/ valeur de 
chacun des produits partiels formés avec quelques-imes des clefs æ, y, 
s, . . . , t. Il arrivera de deux choses V une : ou le coefficient de chaque 
produit partiel, par conséquent de chaque indéterminée, sera identique- 
ment nul, et Von trouvera ainsi 

\a\^o; 

ou la valeur générale de\Vl\ne sera pas nulle. Dans le premier cas, les 
fonciiojis 

U, V, (r, .s* 

vérifieront une ou plusieurs équations de condition linéaires et hojno- 
gènes; et, si Von nomme l le nombre de ces équations de condition, on 
pourra, des équations données, tirer les valeurs de plusieurs variables 


dont le nombre sera 


' V ~ /^ — t, 

exprimées en fonctions linéaires et homogènes des autres variables 


et des termes de la suite 


œ’, x'\ ... 


U, V, iV, ,ç. 


Dans le second cas, les équations de condition dont nous txinons de parler 
disparaîtront, et les n équations données détermineront les valeurs de 
n variables 

x^, • • • 5 Xn, 

prises dans La suite 

oc, r, Z, t, 

en fonctions linéaires et homogènes dem — n autres varialAes 

/ytl /yiHf 

«X , O., 9 

et des termes de la suite 

U, w, . . . , s. 

Théorème II. Les memes choses étant posées que dans le premier 
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théorème, concevons que l’on assujettisse les variables x, y, z, 
vérifier les équations 

(O u~o, (’ = O, a' = o, s = o. 

/ on a I O I = O, quelques-unes de ces équations se déduiront des autres, 
et par suite le nombre v des variables 

(fu elles détermineront, sera inferieur a n. Si, au contraire, le produit 
symbolique |0| nest pas identiquement nul, les équations (i) détermi- 
neront n rariahles 

^ 1 , X., . . . , 

en fonctions linéaires et homogènes de m — n autres variables 

/yd 

dont chacune restera indéterminée; et, pour que des valeurs de 

'^9 y 9 ^9 9 t,, 

propi'cs à vérifier les équations (i), soient aussi générales qu elles doivent 
V être, il suffira qii elles renferment des indéterminées distinctes dont le 
nombre ne puisse s^ abaisser au-dessous de m — n. Or cest précisément ce 
qui arrivera si Von pose 

(i>.) x=i\i2x\, y=i\ür\, t::=\Q,t\, 

Donc les solutions les plus générales des équations (i) seront données par 
les formules ( 2 ). Ajoutons que, si Von nomme r une fonction linéaire 
et homogène des variables x, y, z, on aura, en supposant ces 

variables déterminées par les équations (i), 

( 3 ) 

Cette dernière formule peut à elle seule remplacer les équations ( 2 ) que 
Von en déduit, en prenant successivement pour r chacune des xmriahles x, 
y,z,..\,t. 


OEueres de €• — S. I, t. XII. 


39 
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On peut appliquer utilement le deuxième théorème et la formule 
générale qu’il nous offre, c’est-à-dire la formule (3), à un giand 
nombre de questions diverses, spécialement à la résolution des 
équations linéaires homogènes ou non homogènes, déterminées ou 
indéterminées, à l’élimination des variables entre des équations 
algébriques de degrés quelconques, à la détermination des restes 
successifs que produit la recherche du plus grand commun diviseur 
de deux polynômes, etc. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons d’abord que l’on donne à résoudre n équations linéaires, 
essentiellement distinctes et homogènes, entre n-\-\ variables 


X, y, Z, ..., t. 

Ces équations seront de la forme 

(i) 11 = 0 , t’ = o, vi’ = o, ..., .V — O, 


U, ç>, «y, s désignant n fonctions linéaires et homogènes des 
n - 1 - I variables 

X, y, Z, f, 


et, si l’on pose 


— UViV. . . S y 


le produit symbolique |I2| ne sera pas nul. Cela posé, si l’on nomme 
r une nouvelle fonction linéaire et homogène de æ, y, z, ..., /, le 
produit symbolique 

|£2r| 


sera de la forme 


k\xyz...t\, 


k désignant une constante déterminée; et si, en laissant indéterminée 
la valeur attribuée au produit symbolique 


\xyz...t\, 


on désigne cette valeur par i, la formule (3) donnera 
(4) r=kT. 
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Ainsi, par exemple, si l’on suppose les équations ( 2 ) réduites aux 
suivantes 

^5^ ( 3 ^ H- 2y -4- -5—0, 

( ^ H- -f- 2-5 = O, 

et si d’ailleurs on prend 

/• — ax H- -f. y Z, 

on aura 

1^1 = I J- I — 5 I I -H 7 I [, 

I £2r I = (a — 5S + 77 ) | xyz\’, 

puis, en laissant indéterminée la valeur du produit symbolique \ccyz ], 
et désignant cette valeur par t, on tirera de la formule (3) 

(®) r — (oc — 5ë + jy)T. 

Si, dans 1 équation (6), on suppose la fonction r successivement 
réduite à a;, puis à y, puis à z, cette équation donnera 

(7) x—r, j = — 5 t, s = 7t. 

Telles sont les valeurs générales de x, y, z propres à résoudre les 
équations (5). 11 suffira, d’ailleurs, d’attribuer à l’indéterminée z 
une valeur entière pour obtenir les solutions en nombres entiers. 

Si l’on attribue à l’une des variables x, y, z, t une valeur 
déterminée, les équations données seront linéaires par rapport aux 
variables restantes, mais cesseront d’être homogènes, et les valeurs 
des variables restantes se déduiront immédiatement de la formule (3). 
Ainsi, cette formule sert encore à résoudre /^ équations linéaires, mais 
non homogènes, entre n variables. 

Concevons, pour fixer les idées, que l’on donne, entre deux 
variables x, y, les équations 


( 8 ) 


3^ -f- 2 J =5 I, 
X H~ 3 J = 2, 


Il suffira, pour obtenir ces équations, de poser 5 = — i dans les for- 
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mules (5). D’ailleurs, en posants = — i, on tirera des formules (7), 
T = — et, par suite. 



Telles sont effectivement les valeurs de x, y qui satisfont aux équa- 
tions (8). 

On déduirait pareillement de la formule (3) les valeurs de m incon- 
nues X, y, Z, . . t déterminées par m équations linéaires, mais non 
homogènes, et l’on retrouverait ainsi les formules générales qui four- 
nissent ces valeurs. 

Supposons maintenant que, les équations données étant linéaires 
et homogènes, la différence n — m entre le nombre m des variables 
et le nombre n des équations surpasse l’unité. Alors le nombre des 
indéterminées, dans les valeurs générales des variables, ne pourra 
s’abaisser au-dessous de m — D’ailleurs, 

(10) N — — — n-+- i ) 

1 . 2 , . . 

étant le nombre des produits que l’on peut former avec m facteurs 
pris n 'à n, les formules (2) et (3) pourront introduire dans les 
valeurs de 

■^7 y •> • • • » 

et dans la valeur de r, N indéterminées; mais, sans diminuer la géné- 
ralité de ces valeurs, on pourra égaler à zéro plusieurs indéterminé(>s 
et réduire ainsi leur nombre k m-n, pourvu toutefois qu’on 
demande pas de lésoudre les équations linéaires données en nombres 
entiers. 

Concevons maintenant que, les coefficients de a;, y, z, dans 
les fonctions u, v, w, s ayant des valeurs entières, on propose de 
résoudre en nombres entiers les équations (2), et supposons d’abord 
m — n — i; alors, pour obtenir les valeurs générales de 

•=> • • . , t, 
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I xyz . . . i 1 = T, 

si les coefficients numériques du produit symbolique \ xyz...t \ dans 
les valeurs de 

ne sont pas tous divisibles par un même nombre, et 

9\xyz. . .t\ — z, 

s’ils sont tous divisibles par un même nombre ô, puis d’attribuer à -r 
des valeurs entières quelconques. 

Si l’on a m — « > I , c’est-à-dire si le nombre des variables x, y, 
Z, . . . , t, surpasse de plus d’une unité le nombre des équations don- 
nées, on devra encore, pour obtenir les solutions générales des équa- 
tions (2) en nombres entiers, représenter par une lettre un certain 
multiple de chacun des produits symboliques partiels compris dans 
le développement de | i 2 r|, savoir le multiple qu’on obtient quand on 
multiplie ce produit partiel par le plus grand des entiers qui divisent 
les divers coefficients du même produit dans les développement des 
expressions 

\Q,x\, liîyl, \Qz\, ..., 

puis attribuer à la lettre qui représentera ce multiple une valeur 
entière, qui sera d’ailleurs indéterminée. Les valeurs de 

X, y, 3 , t 

ainsi obtenues renfermeront en général N indéterminées, la valeur 
de iV étant donnée par la formule (10); et il pourra se faire qu’on ne 
puisse égaler à, zéro une ou plusieurs de ces indéterminées sans res- 
treindre la généralité des solutions en nombres entiers. 

Ainsi, par exemple, s’agit-il de résoudre en nombres entiers 1 équa- 
tion linéaire et homogène 

(lO 


2ir H- 3 J -1- 5s — 0 , 
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alors, en posant 

\yz\=^, 

on tirera des formules ( 2 ) 

^=r5-0--2Ç, 

( 12 ) , y = 2 ^ —5E, 

{ s=B^ - 2 - 0 , 

et ces valeurs de a;, j, s résoudront en nombres entiers réquation 
donnée, quelles que soient les valeurs entières attribuées au.v trois 
indéterminées v], C D’ailleurs, on ne pourra, sans restreindre la 
généralité de la solution, réduire l’une de ces indéterminées à zéro. 
Au contraire, s’il s’agit de résoudre en nombres entiers l’équation 

(iS) 6a: + loj' 4- i5s = O, 

alors, en posant 

5|y5l=:^, 3|sa:I=J, 2 \xy\=r.K, 

on tirera des formules ( 2 ) 

I a: = 5{v — Ç), 

(i4) 

( a =2(^ — Yi); 

et ces valeurs de oc, j, z satisferont encore à l’équation (i3), quelles 
que soient les valeurs entières attribuées aux trois indéterminées 
v], ‘C; mais on pourra, sans diminuer la généralité de la solution 
trouvée, réduire à zéro l’une quelconque de ces trois indéterminées. 
Enfin, s’il s’agit de résoudre les équations 

( CO - 4 ~ 2 y' — f- 3 Z H— t zzz O J 

( 4 * 2 :^ -H 3 J 25 ^ O, 

^\ztx\=zf\, 51fa;jj=:Ç, 5|a;j5|=T, 


(i5) 

alors, en posant 
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011 tirera des formules (a), 

« 10 — 2? — T, • 

7 — — ^-1- 3Ç + 2T, 

5 — 2^ -(- 3ri — ", 

t —— l—2fi ~Z; 

et si l’on demande des solutions en nombres quelconques rationnels ou 
irrationnels, on pourra, sans diminuer la généralité des formules (i6), 
y réduire à zéro deux quelconques des quatre indéterminées 

Ç» t; 

mais il ne sera plus de même si l’on demande les solutions en nombres 
entiers. Alors, à la vérité, on pourra, sans diminuer la généralité de 
la solution, poser 

^ = O, r) = o 

et réduire ainsi les formules (i6) aux suivantes 

æ = — J = 3Ç + 2T, c— — t, l!=r— Ç 

ou, ce qui revient au même, aux deux équations 

y=z — 2z — Zt; . 

mais on restreindrait la généralité de la solution en suppo.sant 

^ = 0 , Ç = o 

ou 

^ = O, T O, 

puisqu’on exclurait ainsi, dans le premier cas, les valeurs impaires 
des variables y et t, dans le second cas, les valeurs de y et de .s non 
divisibles par 3. 

Dans un autre article, je donnerai d’autres applications de la for- 
mule (3). 
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564 . 

Théorie des fonctions. — Note sur un théorème de M. Puiseux. 

C. R., T. XLI, p. G63 (r4 avril i856). 

Un Mémoire sur les fonctions continues, que j’ai publié dans les 
Comptes rendus de i844 (i"’’ semestre), renferme la proposition sui- 
vante (*): 

Désignons par une variable imaginaire et par u une ionction 
implicite de ^ qui représente une racine simple de l’équation 

(0 !(«,«) = O. 

Concevons d’ailleurs que le premier membre do l’équation (i) ren- 
ferme, avec les variables s et un ou plusieurs paramètres, et 
pour une certaine valeur, par exemple pour une valeur nulle du para- 
mètre a, la racine simple u reste fonction continue de z, du moins 
tant que le module de s ne dépasse pas une certaine limite. En rai- 
sonnant comme dans le Volume II des Exercices d' Analyse (-), on 
prouvera que, si le paramètre a vient à varier, et si, tandis qu’il 
varie, le premier membre de l’équation (i) reste fonction continue 
de Z, u et a, la racine simple u restera généralement fonction con- 
tinue de Z, jusqu’à l’instant où, une seconde racine devenant égale à 
la première, l’équation (i) acquerra des racines multiples. 

Une remarque importante à faire, mais qui n’était pas énoncéi' 
dans mon Mémoire, c’est qu’on peut établir une relation entre le 
paramètre a et la variable imaginaire .s. On peut supposer, par 
exemple, que cette variable représente l’affixo d’un point mobile 
qui décrit une courbe dont la forme change avec ce paramètre. On 
peut même supposer que le premier membre de l’équation (i) est 
fonction des seules variables s et «, s étant fonction de a. 

(') Œuvrer de Cauchy, S. II, T. VIII, p. i5t. 

(2) OEm>res de Cauchy, S. II, T. XII. 
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En partant de cette remarque, on parvient à un autre théorème que 
M. Puiseux a énoncé dans les termes suivants : 

Soit î(u,z) une fonction imaginaire de u et de la variable imagi- 
naire Le point Z (dont l’alfixe est z) allant de G en K soit par le 
chemin CMK, soit par le chemin CNK, la fonction ii, qui avait en G la 
valeur h, acquerra dans les deux cas la même valeur A, si l’on peut, 
en déformant la ligne GMK, la faire coïncider avec la ligne GNK, sans 
lui faire franchir aucun point pour lequel la fonction u devienne 
infinie ou égale à une autre racine de l’équation 

-)= 0 . 

Les nouvelles recherches de divers géomètres, particulièrement de 
MM. Briot et Bouquet, ont fait ressortir toute l’importance de ce beau 
théorème, dont l’auteur lui-même avait déjà su tirer un parti si avan- 
tageux dans ses Mémoires. Pour ce motif, il m’a semblé qu’il ne serait 
pas inutile de donner du théorème de M. Puiseux une démonstration 
très simple qui se déduit de la considération des compteurs logarith- 
miques. Tel est l’objet de la présente Note, dans laquelle je montrerai 
d’ailleurs comment le même théorème peut être étendu à des fonc- 
tions implicites déterminées par un système d’équations simultanées. 

Analysk. 

.le. commencerai par établir la proposition suivante : 

'riiKORÈMiî I. — Soient 

Z l’ajfixe d’un point mobile P; 
a rajjîxed'un point déterminé il, \ 

r le rayon d’une circonférence de cercle KLM tracée dans le plan des 

afflxes, et ayant pour centre le point G ; 
u, e deux fonctions de z, dont le rapport se réduise à l’unité pour z — c. 

Supposons d’ailleurs que les deux fonctions u, e restent monodromes, 
quand le point P se meut dans l’intérieur du cercle KLM, et que sur la 

QEtivres de C. — S. ï, t. XII. ào 
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circonférence de ce cercle la différence 

U 

V 

offre un module constamment inférieur à l’unité. Si l’on résout par rap- 
port à Z les deux équations 

( I ) U — O, 

(2) (> = O, 

on trouvera, pour l’une et pour l’autre, le même nombre de racines cor- 
respondantes à des points renfermés dans le cercle KTjM. 

Démonstration. — Effectivement, si l’on pose 

1 = 27ri, 

le nombre des racines dont il s’agit sera représcmté, pour l’éij na- 
tion (i), par le compteur logarithmique 

Ah/ 

pour l’équation (2) parle compteur logarithmiqu <• 

Aïe 

et dans l’hypothèse admise ces deux compteurs seront évi(l(‘min(>iil 
égaux, puisqu’on posant 

II 

--1 = 0 

on obtiendra pour <0 une quantité géométrique dont le module sera 
inférieur à l’unité, et que l’on aura par suite 

Aî« — Aïe =:Aï| = Al(n- w)r=: O. 

Le théorème I entraîne la proposition suivante : 

Théorème TI. — Soû 
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une 


’ fonction des variables z et u, qui s’évanouisse pour les valeurs 


Z—7., 


U — Il 


! mona- 


de ces deux variables, et qui, dans le voisinage de ces valeurs, soit . 
drome par rapport à z, monodrome et monogène par rapport à u. Si la 
fonction dérivée 

acquiert pour z — z, m = u une valeur finie et distincte de zéro, on 
pourra satisfaire à l’équation 


(•^) 


U=o 


par une valeur de u qui, se réduisant à u pour z — z, sera, pour une 
valeur de z voisine de z, fonction monodrome de z. 

Démonstration. — U étant monodrome et monogène par rapport 
à u, quand z atu dilïerent très peu de z et u, sera, dans cette hypo- 
thèse, développable suivant les puissances ascendantes de u — u, et, 
si l’on représente par Fia somme des deux premiers termes du déve- 
loppement, on aura 


( 4 ) 


F=:f(u,5) +(«- u)F(u,s), 


K(«, 5 ) pouvant être ou la dérivée de f(«, -) relative a u, ou, ce qui 
n'vient au mémo, une fonction déterminée par la formule 

de. laquelle on tire, pour « == u, 

( 6 ) = 

Si maintenant on pose 


(7) 

la formule (4) donnera 

( 8 ) 


H = u 


F(U,5)’ 


F = (l — B)f(u,3), 
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ot, eu égard à la formule ( 5 ), on trouvera 

(t,) t/= f(w, :)r=r(U,z)-+-(«-u)F(w, s)= j^l 


'F(u, j) 


r(o, 


On aura par suite 

'''F(u, =) 


et 

(lO) 


U _ r rF(«, J) 

I Lf(ÏÏ, = ) 

J 


Or, si l’on considère la nouvelle variable a comme rallix(' d’un point 
mobile, et si l’on attribue à cette variable un module -e supérieur à 
l’unité, par exemple le module 2, il suffira d’attribuer à la (linèrene.e 
r- — Z un module infiniment petit et de faire converger - vers la 
limite z, pour faire converger f(u,s) vers zéro, (‘t, par suite, en 
vertu des formules (7) et (ii), la variable u vers la limite u, et la 
différence 

U 

F-‘ 


vers la limite zéro. Donc alors, pour un moduh^ suffisamment petit 
de Z — Z, les modules des dilférences 

U 

deviendront aussi petits que l’on voudra; et b', secoml de c('s (buix 
modules deviendra inférieur à l’unité. Alors aussi, en vertu du tbéo- 
rème II, si l’on résout, par rapport à a, l’équation ( 3 ) et la suivanti' 

(u) F=o, 

on obtiendra, pour l’une et pour l’autre, le même nombre de raciiu'S 
correspondantes à des valeurs de a dont le module sera inférieur à 2 ; 
et comme, en vertu de la formule (8), l’équation (i. i) olfrira une seule 
racine de cette espèce, savoir la racine i, l’équation (3)admettra elle- 
même une seule racine de la même espèce. Si, au lieu de résoudre 
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les équations (3) et (4) par rapport à a, on les l’ésout par rapport a u, 
on pourra dire que chacune d’elles offre, pour un très petit module 
de Z. — Z, une seule racine très peu différente de u et de la forme 


le module de a étant inférieur à 2 . D’ailleurs, de ces deux racines la 
seconde, qu’on obtiendra en posant a = i , et qui sera en conséquence 
déterminée par la formule 


pourra être considérée comme une valeur approchée de la première, 
et sera précisément la valeur de u déduite de l’équation (3) par la 
méthode d’approximation linéaire ou newtonienne. Enfin la propriété 
qu’aura la racine u de l’équation (3) de varier infiniment peu quand 
Z passera de la valeur z à une valeur infiniment voisine, subsisti'ra 
encore, et pour les mêmes motifs, quand la nouvelle valeur de : 
recevra un accroissement infiniment petit Az. Donc la raciiu' // de 
l’équation (3) sera, sous les conditions énoncées par le théorèrn*' 11 
et pour des valeurs de très voisines de z, une fonction inonodrome 
de la variable s. 

Corollaire. — Si la fonction 

U={{u,z) 

est non seulement monodrome, mais aussi monogène par rapport à s, 
et si d’ailleurs la fonction dérivée 


conserve une valeur finie pour = z, w = u, alors la fonction de :: à 
laquelle se réduira la racine u de l’équation (3) aura pour dérivée 
une fonction monodrome et finie de ^ déterminée par la formule 
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et sera, par conséquent, une fonction non seulement inonodrome, 
mais aussi monogène. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorkme III. — Soit 

u=i{u,s) 

une fonction des variables z et u, qui s’ évanouisse pour les valeurs 

Z zzz Z, U =: a 

de ces deux variables, et qui, dans le voisinage de ces valeurs, soit mono- 
drome et monogène par rapport à chacune des xiariables z et u. Si les 
fonctions dérivées 

D,t/, D„t7 

acquiérent, pour z — z, u = u, des valeurs finies dont la seconde soit 
distincte de zéro, on pourra satisfaire à l’équation 

V — o 

par une valeur de u, qui, se réduisant à u pour z ~'i, sera, pour une 
valeur de z voisine de z, fonction monodrome et mono gène de z. 

Lorsque la fonction 

U=i{u,z) 

est une fonction entière ou même rationnelle des variables g et u, 
elle ne cesse jamais d’être monodrome et monogèiu^ par ra])port à 
ces deux variables. Donc alors la racine u de l’équation (3) (‘st, sous 
les conditions énoncées dans les théorèmes II et III, une fonetioii 
monodrome et monogène de s, ce qui entraîne évidemnu'nt le théo- 
rème de M. Puiseux. 

Au reste, les théorèmes II et III sont compris, comme cas particu- 
lier, dans deux théorèmes généraux que l’on peut énoncer comme il 
suit : 

Théorème IV. — Soient 

z, u, V, w, ... 

n 4- 1 variables, dont l une, z, reste indépendante, les n autres 


II, V, (V, 
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èlant liées à s par n équations 

(‘4) U=0, V~0, W=:0, 

dont les premiers membres 

U, V, w, ... 
représentent des fonctions de 


Z, U, (>, w, . . . , 

rnonodromes par rapport a z, monodromes et mono gènes par rapport à 
a, 0 , Supposons d’ ailleurs que, pour les valeurs particulières 


des variables 


Z, U, V, w, 
Z, U, (>, tv, 


(diacune des dérivées comprises dans le tableau 


('•D 


\)„U, Y),, U, .... 

I)„F, D,„F, 

\)„W, l\W, ..., 

9 . . . . , , . . . , 


consemi une tmlear finie, et que la valeur correspondante de la résultante 
(tlgèhnque (î, formée açec les divers termes de ce même tableau, soit 
distincte de zéro. On pourra satisfaire aux équations (r4) par des va- 
leurs de 

U, r, w, 

qui, se réduisant, pour z à 

U, V, w, 

seront, dans le voisinage de z = z, c es t-à-dire pour des valeurs suffisam- 
ment petites du module de s — z, des fonctions monodromes de z. 

Démonstration. — La résultante 0 des termes compris dans le 
tableau (i5) est déterminée par la formule 




\&U&VêLW . . . I 
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dans le cas où les différentielles dw, df, dw, . . . sont prises pour 
clefs anastrophiques ; et puisque aux valeurs 


des variables 


Z, U, V, w, 
s, a, (>, tv. 


correspond une valeur de ü distincte de zéro, les valeurs coria'spon- 
dantes des termes compris dans une ligne horizontale de ce tabbuni, 
par exemple des dérivées 

D„t7, D.£/, D„,t7, 


ne pourront s’évanouir toutes à la fois. Concevons, pour fixer les 
idées, qu’alors la dérivée 

offre effectivement une valeur finie distincte d(( zéro. Kn vertu des 
théorèmes II et III, l’équation . 

t7=o, 

résolue par rapport à u, fournira pour a une fonction des variables 


-, e, w, ..., 

(jui seia nionodrorne par rapport à z, monodrouK! (‘t luonogèiK' pai' 
rapport à chacune des autres variables 


et si l’on substitue cette valeur de u dans les équations (r4), on 
obtiendra /î — ( équations 

('7) '<? = o, ^> = o, 

dont les premiers membres seront des fonctions de 


monodromes par rapport à s. 


monodromes et monogènes par rapport 
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à P, ny D’ailleurs la résultante algébrique £i' des termes compris 

dans le tableau 

IDA'', D„A'', •••, 

('8 ) Da^, D,„#, 


sera déterminée par la formule 


(«9) 


Idcdtc, ... I ’ 


si l’on y considère de, dm, ... comme des clefs anastrophiques; et, 
comme il suffira de supposer u et du déterminés par les formules 


V = o, 

dU = D„Udu + \)^Udv-h'Ù^Udw + ... 


pour réduire les différentielles 

dV, dW, ... 

aux différentielles 

d^A dig), . . . , 

on aura nécessairement 
( 20 ) 

( 2 >) 

Donc, puisqu’aux valeurs 


£i 

Q.' = 


d(5 


Z, U, V, w. 


3, U, e, m, 


correspondent par hypothèse des valeurs de 

et J)uü, 

finies et distinctes de zéro, la valeur correspondante de û' sera elle- 
même finie et distincte de zéro. Cela posé, il est clair que le théo- 
rème III subsistera pour n équations qui renfermeront, avec s, les 

4t 


OEuvres de C» — S. ï» 
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« variables «, o, s’il subsiste pourn - i équations renfermant, 

avec Z, n — i autres variables u, v, w, . . . . Donc, puisque ce théorème 
subsiste pour «= i, il subsistera pour «= 2 , puis encore pour « = 3, 
puis encore pour .... Donc il subsistera généralement quel 

que soit /Z. 

Corollaire. — De même que le théorème II entraîne le théorème IV, 
de même le théorème III entraîne la proposition suivante : 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème lY. 
si pour les valeurs 

Z, 11, V, w, ... 

des variables 

Z, U, w, ..., 

les fonctions 

U , F, PF, ... 

sont monodromes et mono gènes, non seulement par rapport à 

U, V, w, 

mais aussi par rapport à z, on pourra satisfaire aux équations (r4) par 
des valeurs de 

U, . . . , 

qui, se réduisant, pour z = z, à 

11, V, w, ..., 

seront, dans le voisinage de z = Zy cest-à-dire pour des ^'>aleurs suffisam- 
ment petites du module de z — z, des fonctions monodromes et mono- 
gènes de z. 

Corollaire, — Les valeurs de u, ç, w, ... dont il est ici question, 
étant des fonctions monodromes et monogènes de seront, pour cela 
même, développables en séries convergentes, ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de s — z. 
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565 . 


Analyse mathématique. — Sur les fondions monodromes 
et nxonogènes. 


C. R., T. XLIII, p. i3 (7 juillet i856). 


Soient 


: /*„, Z, — Xn 


les affîxes de deux points mobiles, et 

Z, 3 


les valeurs correspondantes d’une certaine fonction. Si cette fonction 
reste monodrome et monogène pour toute valeur de r inférieure à 
une valeur donnée et constante du module r, on aura, pour une telle 
valeur de r, 

(i) ir = orc-i— , 

la moyenne isotropiquo qu’indique le signe DK- étant relative à l’argu- 
ment P de r. En développant dans la formule (i) le rapport 

r 


suivant les puissances ascendantes de 5, on obtiendra le développe- 
ment de Z suivant les mêmes puissances. Dans ce développement, la 
somme des n premiers termes sera une fonction entière de z, du 
degré n, et si l’on désigne cette somme par 5 „, on aura 

3 

(2) Z ~ S;i -H — * 

I — - 

Z- 

Si, dans la formule (2), on fait croître indéfiniment le nombre n. 
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alors, convergera vers la limite zéro, et en posant 

n m CO, 

on obtiendra l’équation 

( 3 ) Z=s„, 

qui sera précisément la formule de Taylor: et cette équation sub- 
sistera quel que soit s, si Z reste finie, monodromc et inonogène poiii 
toute valeur finie de iP. Si, de plus, Z conserve une valeur finie pour 
une valeur infinie de z, par conséquent pour une valeur iufiniuH'iit 

petite de ou si, ^ étant infiniment petit du premier ordre, est 

un infiniment petit d’un ordre fini v, alors pour réduire à zéro le pro- 
duit 3, et, par suite, la moyenne isotropique 

ÜÏU- f , 

I — - 

Z 

il ne sera plus nécessaire de faire converger n vers la limite ■yz : il suf- 
fira de faire converger le module r de ^ vers la limite oc, et do prendre 

rt = V. 

Sous cette condition, la formule ( 2 ) donnera 

( 4 ) Z^s„. 

Donc alors la fonction Z sera une fonction entière de z du degré n. 

11 est bon d’observer que, dans l’hypothèse admise, le nombre v 

qui représente l’ordre de quand ~ est supposé infiniment pidit 

du premier ordre, ne peut différer du nombre entier n qui représente 
le degré de Z, en sorte qu’on a nécessairement 

V m /i. 

Si Z conservait une valeur finie pour une valeur infinie de on 
aurait 


V iti: /i = O 
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et l’équation (4) réduite à 

(5) ;? = .9o 

donnerait pour Z une valeur constante. L’équation (5), comprise 
comme cas particulier dans une formule générale du Calcul des 
résidus, reproduit un théorème énoncé par M- Liouville. 

Supposons maintenant que la fonction Z, toujours monodrome et 
monogène pour une valeur finie z, devienne infinie pour certaines 
valeurs particulières de la variable, et nommons c l’une quelconque 

de ces valeurs. Le rapport ^ deviendra infiniment petit, si c est fini, 
pour une valeur infiniment petite de s — c, et si c est infini , pour 
une valeur infiniment petite de Admettons que, dans l’une ou 

l’autre hypothèse, — c ou ^ étant infiniment petit du premier ordre, 

^ soit un infiniment petit d’un ordre fini {jl ou v, et que le nombre 
des valeurs finies de c soit encore un nombre fini. Enfin soient 

c', c", ...., c(') 

les valeurs finies de c; 

fx', ix", ..., jx(') 

les valeurs correspondantes de [x; 

m', m", 

des entiers supérieurs aux nombres 

fx', fx", 

et posons 

5ô sera évidemment une fonction monodrome et monogène qui, tou- 
jours finie pour une valeur finie de z, fournira pour j une quantité 
infiniment petite dont l’ordre sera la quantité finie 

(^) w'-h . . -t- -+- V, 
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quand ^ sera du premier ordre. Donc â; sera, en vertu des proposi- 
tions déjà démontrées, une fonction entière de s. Cela posé, l’équa- 
tion (6) fournira évidemment pour Z une fonction rationnelle, et 

n' il" u!" V 

^5 r y ^ 

ne pourront être que des nombres entiers. Ajoutons que l’équa- 
tion (8) continuera de fournir pour & une fonction entière de Z, si 
l’on prend pour 

m', m\ m'", 

ces mêmes nombres entiers; et que, si, pour une valeur infinie de 
Z conservait une valeur finie différente de zéro, ou devenait infini- 
ment petit, on devrait, dans la somme (7), réduire v à zéro, ou lui 
attribuer une valeur négative. 

On peut donc énoncer généralement la proposition suivante : 

Théorème I. — Si une fonction Z de z, toujours monodrome et mono- 
gène pour une valeur finie de z, devient infinie pour un nombre fini de 
t'aleurs de z; si, d’ailleurs, c étant l’une de ces valeurs, le rapport y est 
une quantité infiniment petite d’un ordre fini p. ou v, quand on considère 
la différence z — c, c étant fini, ou le rapport c étant infini, comme 
un infiniment petit du premier ordre, alors p:, v seront toujours des 
nombres entiers , et Z sera une fonction rationnelle de z, à laquelle on 
pourra donner pour dénominateur le produit des facteurs de la forme 

{z-cyt-. 

Les conditions ici mentionnées seront évidemment remplies, si Z 
est une fonction monodrome et monogène qui vérifie une équation 
de la forme 

( 8 ) V{z,Z) = o, 

'S{z,Z) étant une fonction entière de ;; et Z. Alors le théorème I ne 
sera pas distinct du beau théorème énoncé par M. Puiseux dans le 
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Mémoire qui a pour titre : Nouvelles recherches sur les fonctions algé- 
briques- 

D’autre part, on établira sans peine la proposition suivante : 

Théorème IL — Nommons Z une fonction de s, qui, étant toujours 
monodrome et monogène pour une valeur finie de z, soit simplement 
périodique et demeure invariable, tandis que l'on fait croître z de la 
période co. Si Von pose 

( 9 ) u — e^^, 
la valeur de I étant 

I — 2Tri, 

Z considéré comme fonction de u sera encore monodrome et monogène 
pour toute valeur finie de u. 

Démonstration. — Soit en effet 

( 10 ) 

et substituons, dans la formule (ra), à la variable ^ sa valeur 



\u désignant un logarithme népérien assujetti à varier avec u par 
degrés insensibles. On aura 

(„) Z=îf\ij 

Or, \u étant monodrome et monogène dans le voisinage de toute 
valeur finie de u, autre que la valeur zéro, on pourra en dire autant 
de Z; et, si l’on fait décrire autour du pôle une courbe fermée au 
point dont Faffixe est u, le produit 

W r 

jlM, 

après une ou plusieurs révolutions du point, effectuées dans un sens 
ou dans un autre sur la courbe dont il s’agit, se trouvera augmenté ou 
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diminué d'un multiple de la période co; par conséquent Z ne changera 

pas de valeur, et l’on pourra en dire autant de la dérivée 

D,,Zz=j ~D,Z. 


Du théorème I joint au théorème II, on déduit immédiatemenf la 
proposition suivante : 

Théorème III. — Soà Z une fonction de simplement périodique : 
représentons la période o) par un rayon mené dé un point don/té à un 
autre point dans la direction qu'indique V argument de celte période^ et 
par les extrémités de ce rayon menons deux droites parallèles l une ù 
U autre. Si la fonction Z, toujours monodrorne et monogé/ie pour une 
valeur finie de z, deçient infinie pour un nombre infini de x^aleurs de r* 
propres à représenter les ajfixes de points situés entre les deux parallèles: 
si d ailleurs, c étant l une de ces valeurs, et h la valeur correspondan le 
de V exponentielle 

U z=z \ 

le rapport est une quantité infiniment petite d un ordre fini fx ou 

(juand on considère la différence u — h, h élariL fini, ou le rapport ■■■ , 

/i étant infini, comme un infiniment petit du premier ordre, alors a, v 
seront^ toujours des nombres entiers, et Z sera une fonction rationnelle 

de U a laquelle on pourra donner pour dénominateur le produit des fac- 
teurs de la forme 

Si, en nommant co la période de la variable ^ dans la fonction pério- 
dique Z, supposée monodrorne et monogène pour toute valeur finii* 
de on substituait à l’équation (9) la suivante 


U ~ COS- 


Z considéré comme fonction de u. pourrait cesser d'être monodrorne 
monogene pour toute valeur tiuio de u. Mais il serait fonction mono- 
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(Irome et monogène de a et e si l’on supposait 


( 12 ) 


a — cos — ) 

ÛJ 


r “ sin 


attendu qu’on aurait alors 
(i3) 


“ T/ 

Y i(« -h (u), 


(i4) 


Z-=:i Y ri)j. 


et qu’on pourrait appliquer à la première formule ( 12 ) ce qui a été 
(lit de la formule (ii). Remarquons d’ailleurs que, en vertu des for- 
mules (t 2 ), on aurait 


l)ar conséquent 


p-3z: r, 

î(// H- ei) -f- — ei) 1= 0, 


\( . • \ ï 7 H- e I 

1 (//-{- i’ i ) — — I T) 

2 1 


et que est simplement fonction de 


ri: lanc 


On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

ïïiKOUÈME IV. — Une fonction Z de Zy supposée monodrome, mono- 
gène et simplement périodique, sera encore une fonction monodrorne et 
monogène des deux variables 

WurCOS — ? ï^rzisin — 

Cl) Cl) 

et de Leur rapport; elle en sera même une fonction rationnelle sous les 
conditions énoncées dans le théorème III. 

Un théorème semblable s’applique, sous de semblables conditions, 
aux fonctions doublement périodiques. 

D’ailleurs les conditions dont il s’agit sont remplies quand la fonc- 

42 


OEuures de C. — S. I, t. Xfl. 
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tion Z se réduit à l’intégrale u de l’équation 


(i5) 


D. M - U, 


U étant déterminé par la formule 

(i6) F((/, i/) — O, 

dans laquelle F(fL ^0 désigne une fonction entière de //. et ri par 
suite, les derniers théorèmes ici énoncés et mentionnés ne sont jins 
distincts de ceux qui ont été donnés par MM. Briot et Boiuinet dans 
leur important travail sur l’intégration des équations dillerenfitdleï'. 

Dans un autre article, je montrerai comment on peut iida^grer a 
l’aide. de fonctions monodromes et monogènes des systènK's d e<j na- 
tions simultanées et résoudre ainsi complètonient certains probliMuo 
de Mécanique et d’Astronomie. 


566 . 

Calcul intégral. — Rapport sur un Mémoire de MM. Biuot cl Bouyi i;t. 

C. R., T. XLIII, p. 26 (7 juillcl i 8 ) 6 ). 

Jusqu’à présent les géomètres n’étaient parvenus à intégre.r en 
termes finis qu’un très petit nombre d’équations diOérentiidles. 
même du premier ordre. 11 y a plus : les intégrales obtenues étaimif 
souvent de peu d’utilité quand il s’agissait do résoudre probliune 
auquel se rapportait une équation différentielle. Ainsi, par exeni|de. 
à une équation dans laquelle deux variables étaient séparées, on sub- 
stituait une équation entre deux intégrales définies. Mais on niï savait 
pas généralement tirer de cette équation nouvelle la valeur de rune 
des variables considérée comme fonction de l’autre, ou du moins l’on 
ny parvenait qu’en développant la fonction en une série composée 
d un nombre infini de termes, et à l’aide de formules qui, pour l’or- 



EXTRAIT N° 566. 


331 


dinairc, ne subsistaient qu’entre certaines limites de la variable indé- 
pendante. 

C’est donc un véritable pnogrès dans la haute Analyse et le Calcul 
infinitésimal que d’être parvenu, comme l’ont fait MM. Briot et Bou- 
quet, à intégrer sous forme finie un grand nombre d’équations du 
genre de celles que nous venons de mentionner. Disons en peu de 
mots comment ils y ont réussi. 

Dans son Mémoire sur les fonctions algébriques, c’est-à-dire sur 
les fonctions que déterminent des équations algébriques, M. Puiseux 
a démontré les deux théorèmes suivants, dont le second peut aussi se 
déduire d’une formule générale du Calcul des résidus. 

Tiikokème I. — Si une fonction algébrique de z cesse d’être monodrome 
pour une t^aleur c de cette variable, alors, pour une valeur de z très voi- 
sine de c, une racine quelconque de l’équation algébrique donnée sera 
développable en série convergente suivant les puissances ascendantes de 
i 

(js — • (?)", n étant U ordre de la substitution circulaire qui comprend la 
racine don née, cest-à-dire le nombre qui on obtient en joignant à celte 
racine celles qui s échangent avec elles quand on fait tourner le point 
dont l' afjîxè est z autour du point dont V affixe est c. 

Tiïkokème il — Une fonction algébrique monodrome est nécessaire- 
ment rationnelle. 

En partant de ces deux théorèmes, MM. Briot et Bouquet en ont 
obtenu d’autres, et particulièrement ceux que nous allons rappeler. 

ïïiKORÈME L — U étant une fonction de z déterminée par V équation 
différentielle 

(1) ])-«=: U, 

dans laquelle U est une racine de é équation algébrique 

(2) ' Fiu,V)=o, 

si l’intégrale u admet un nombre limité de valeurs pour chaque valeur 
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de Z, U, considérée comme fonction de z, sera non périodique, ou simple- 
ment périodique, ou doublement périodique, et de plus- fonction aJs^e- 

brique dans le premier cas de s, dans le second cas de étant 

la période de la variable z, dans le troisième cas de la fonction ellip- 
tique a(:;) correspondante aux deux périodes données. 

Théorème II. — Si V intégrale u est rnonodrome, elle sera une fonction 
rationnelle ou de z, ou de tang^j ou de et de \fz). 

Théorème IIl. — IJ équation (2) étajit du degré ni par l'apport a \\ 
les conditions nécessaires pour que V intégrale u de V équation ( i ) ne cessf^ 
jamais d'être fonction rnonodrome de z sont les suivantes : D' le rorjji- 
cient de dans F(i/, U) devra être une fonclion entière de u, d'un degré 
égal ou inférieur au double dem — n; 2 ^ quand, pour une valeur h de u, 
la fonction implicite U deviendra une racine multiple différente de zéro, 
elle devra rester dans le voisinage du point dont Vafjixe est h, fonction 
rnonodrome de u; 3® quand la racine multiple sera nulle, b exposant de 
n — À dans le premier terme du développement de U suivant les puissances 

I 

ascendantes de (u devra être de la forme i - si cet exposant est 

plus petit que l unité; êf enfin V équation transformée que Von déduira 

de l équation (2) en posant u = ~ devra offrir les mêmes caractères 
pour V = Q, 

^ Théorème IV. -- I^es conditions qui reiident monodrorne V inté 
l’équation (i) étant remplies, cette intégrale sera doublement périodique si 
I équation {a), pour une valeur finie h de u, et la transformée, pour v = (}, 
n admettent pas de racines nulles et telles que, pour des valeurs infimimeni 
pentes de u~ h ou de U développe en une série dont le premier terme 
offre un exposant égal ou supérieur à l’ unité t l’intégrale sera ration- 
nelle SI l’équation (2), pour une valeur finie de h , ou la transformée 
pour c _ O, admet un groupe de n racines égales à zéro, dont le déve- 
loppement suivant les. puissances ascendantes de {u - hf ou de è corn- 
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mence par un terme du degré i + — > le terme suwanl du degre i h- — 
étant nul; ces cas exceptés, la fonction u sera simplement périodique. 

Après avoir obtenu les remarquables théorèmes que nous venons 
de rappeler, MM. Briot et Bouquet ont voulu mettre encore en évi- 
dence le parti qu’on pouvait en tirer pour l’intégration des équations 
différentielles; ils ont montré comment on peut déterminer les con- 
stantes que renferme une intégrale reconnue rationnelle par rapport 

à s, ou à tang^j ou à À(.c) et et afin de ne laisser aucun doute 

à cet égard, ils ont effectivement pris pour exemples onze équations 
différentielles qu’il ont intégrées en termes finis. Ils ont ensuite 
vérifié l’cxacti tilde de plusieurs des résultats, en faisant voir que 
les intégrales obtenues satisfaisaient aux équations différentielles 
proposées. 

En résumé, les Commissaires pensent que les résultats obtenus 
par MM. Briot et Bouquet constituent un véritable progrès dans la 
haute Analyse; ils croient que le Mémoire soumis à leur examen est 
très digne d’être approuvé par l’Académie et inséré dans le Recueil 
des travaux des Savants étrangers. 


567 . 

Anai.ysk m.wiiiîmatique. — Sur la théorie des fonctions. 

G. R., T. XLIII, p. 69 (14. juillet iS 56 ). 

§ 1. — Considérations générales • 

Soient s, Z les afïixes de deux points mobiles dans un plan. Si ces 
deux points se meuvent sur l’axe polaire, les variables s, Z seront 
réelles, et la seconde sera dite ybnct^o/^de la première, quand le mou- 
vement du premier point entraînera le mouvement du second. Il était 
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naturel, il était convenable d’étendre cette définition au cas où le pre- 
mier point se meut d’une manière quelconque dans le plan donné. Ce 
parti, que j’ai osé adopter, et qui a paru d’abord étonner quelques 
géomètres, est pourtant, je crois, l’unique moyen d’écarter les diffi- 
cultés sans nombre qui se présentaient à l’esprit quand on méditait 
sur la nature et sur l’existence même de ce qu’on appelait des fonctions 
de variables imaginaires. D’ailleurs, à cette notion générale des fonc- 
tions, il importe de joindre, en l’étendant, la notion de continuité, 
telle que je l’ai donnée en iSar dans mon Analyse algébrique {'), et 
de dire que l’afîixe Z est fonction continue de la variable z, dans le 
voisinage d’une valeur finie attribuée à cette variable, quand une 
variation infiniment petite de z produit dans ce voisinage une varia- 
tion infiniment petite de Z. La limite vers laquelle converge le rap- 
port de la seconde variation à la première, tandis que chacune des 
variations s’approche indéfiniment de zéro, est précisément la fonc- 
tion dérivée, et dépend en général tout à la fois de l’affixe z et de la 
direction suivant laquelle se meut, quand z varie, le point dont 
l’atfixe est z. Mais, si la fonction dérivée reprend la même valeur pour 
deux directions distinctes, elle deviendra complètement indépen- 
dante de la direction, et sera une fonction monogène. Enfin une fonc- 
tion continue de la variable z est monodrome lorsque, pour chaque 
valeur de z, la valeur de Z demeure unique tant qu’elle n’est pas 
infinie. 

Une fonction synectique est une fonction monodrome et monogène 
qui ne devient pas infinie pour des valeurs particulières de la variable. 

Une fonction peut être monodrome, monogène, ou synectique seu- 
lement entre certaines limites déterminées .par le système des lignes 
droites ou courbes qui enveloppent une certaine aire, c’est-à-dire 
tant que la variable z représente l’afïixe d’un point renfermé dans 
l’aire dont il s’agit. 

Ces principes étant posés, on reconnaît sans peine que les fonc- 


(1) OEwres de Cauchy, S. II, T. III. 



EXTRAIT N» S(i7. 


335 


lions monodromes et monogènes sont précisément celles auxquelles 
s’appliquent les formules générales que j’ai déduites du Calcul des 
résidus, comme aussi celles que j’ai données pour la détermination . 
des intégrales définies, pour l’énumération des racines réelles ou 
imaginaires des équations algébriques ou même transcendantes, et 
pour le développement des fonctions explicites ou implicites en séries 
convergentes et en produits convergents, les fonctions implicites 
pouvant d’ailleurs être déterminées, soit par des équations finies, soit 
par un système d’équations différentielles. Ainsi, par exemple, c’est 
à une fonction monodrome et monogène f(s) que se rapporte la for- 
mule 


(I) 





f 




[- 1(1 — -■ 2 ?)' 


que j’ai donnée à la page i3G du Volume J des Exercices de Maihéma- 
liqiies ('), et qui détermine immédiatement les fractions simples et la 
fonction entière dont la somme reproduit une fonction rationnelle f(ir); 
c’est encore a une fonction monodi'ome et monogène f(2) que s’ap- 
plique l’équation (26) de mon Mémoire du 27 octobre i83i, c’est- 
à-dire la formule 

( 2 ) f f(s) l).,--: = 2 TTi C (f( 2 )), 

dans laquelle le signe indique un résidu intégral relatif aux points 
renfermés dans une certaine aire qu’enveloppe un certain contour, 
s une longueur mesurée sur ce contour, depuis un point donné 
jusqu’à celui dont s est l’affixe, et c le contour entier. Remarquons 
d’ailleurs que la formule (2) comprend, comme cas particulier, des 
équations générales données dans les Exercices de Mathématiques et 
ailleurs, par exemple l’équation 


(3) 



( 1) Œui^res de Cauchj, S. Il, T. VI, p. 17*2. 
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qui subsiste quand le produit sf(s) s’évanouit pour des points situés 
h une distance infinie du pôle au-dessus de l’axe polaire, et les for- 
mules 

(4) f(o)=31Lf(:;), 

f( = ) 

(5) , = 

I — — 

qui supposent f(::) synectique pour le module attribué à et pour un 
module plus petit, le module de a? devant être, dans la formule (5), 
inférieur au module de 

En m’appuyant sur les principes que je viens de rappeler, j’ai été 
conduit à de nouveaux théorèmes et à des formules nouvelles qui 
paraissent dignes de quelque attention, et qui se rapportent, soit aux 
fonctions explicites ou implicites, soit à l’intégration d’un système 
d’équations différentielles. 3e me propose de développer successive- 
ment ces théorèmes et ces formules. Je me bornerai pour le moment 
à en donner une idée. 


§ IL — Sur les fonctions déterminées par des ér/ nations finies. 

En vertu de la formule (5) du § I, une fonction Z = f(s), qui resti' 
synectique tant que la variable conserve un module inférieur à une 
certaine limite r, est développable en série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de s. 

Lorsque la fonction f(s) est explicite, on peut aisément reconnaître 
avec facilité si elle est synectique, au moins dans le voisinage d’uiK' 
valeur donnée de Il reste à examiner le cas où la fonction est im- 
plicite, par exemple le cas où elle est déterminée par une équation de 
la forme 

(0 l'{z,Z) — o. 

Alors,. si C représente une valeur finie de Z correspondante à une 
valeur finie c de z, et si, dans le voisinage des valeurs c, C des deux 
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variables z, Z, le premier membre de l’équation (i) reste fonction 
monodrome et monogène de ces variables, Z sera, pour des valeurs 
de - très voisines de c, fonction monodrome et monogène de à 
moins que s = c ne soit une racine multiple de l’équation (i). 

A ce théorème, énoncé par M. Puiseux, on peut joindre un théo- 
rème analogue relatif au cas où plusieurs fonctions d’une variable 
sont déterminées par le système de plusieurs équations finies, dont 
chacune exprime l’égalité de deux fonctions monodromes et mono- 
gènes des diverses variables. 

Si l’une des quantités c, C, .. . devenait infinie, alors à la variable :: 
ou Z on substituerait le rapport variable ou — 

Z j/j 

Si, dans chacune des équations données, les deux membres 
n’étaient pas monodromes et monogènes, il suffirait ordinaire- 
ment, pour les rendre tels, d’augmenter, comme je l’ai dit ailleurs, 
le nombre des variables. 

Si, pour Z- ~ c, plusieurs racines z- de l’équation (i) deviennent 
égales entre elles, et si l’on nomme in l’ordre de la substitution qui 
indique comment les racines s’échangent entre elles, quand, diffé- 
rant très peu de c, on fait tourner autour du point dont l’affîxe est c 
le point dont l’affixe est z, alors il suffira généralement de poser 

( 2 ) « — C — 

pourvu que chaque racine devienne une fonction monodrome et mo- 
nogène de U. 

Les théorèmes sur l’énumération des racines que j’ai donnés 
en i83i (') s’appliquent non seulement aux équations algébriques, 
mais aussi aux équations transcendantes, et peuvent servir à déter- 
miner le nombre des racines de ces dernières, entre des limites 
données. 

Concevons, pour fixer les idées, que, 

(3) .ir = F(i,=) 


(^) OE livres de Cauchy, S. II, T. XV. 
OJiui'res de C. — S. I, t, XI 1. 
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étant une fonction synectique de t et z-, on pose 

z~x-i-yi, Z=X.-t-AO, 

X, r, X, Y étant réelles, et que l’on demande le nombre n des racines 
de l’équation 

(4 ) ¥ {t, z) — O, 

comprises entre des limites données, par exemple le nombre des 
points dont chacun, renfermé clans une certaine aire S, a pour affixe 
une racine s de l’équation (4). Le nombre n sera donné par la for- 
mule 



le résidu intégral qu’indique le signe étant relatif au contour de 
l’aire S; et si, tandis que cette aire s’étend indélinimcnt dans tous 
les sens autour du pôle, le second membre de la formule (a) devient 
infiniment grand, le nombre total des racines sera infini. D’ailleurs 
la détermination de n pourra devenir facile, si l’on a choisi convena- 
blement le contour. 

Ainsi, par exemple, si l’équation (4) se réduit à 

( 8 ) z-e--=zt, 

ou bien à 

(7) 3 — £sin5 — 

£. étant un nombre donné, on facilitera notablement la détermination 
de n en réduisant le contour de l’aire S au périmètre d’un rectangle 
dont les côtés soient les uns parallèles, les autres perpendiculaires à 
l’axe polaire. Quand ces côtés seront très éloignés du pôle, la valeur 
de 7ï sera très grande, mais facile à calculer. 

Le nombre des racines de l’équation (4) varie avec le nombre des 
racines de l’équation dérivée 


( 8 ) 


D,F(i,-)==o, 



EXTRAIT N° 567. 


339 


aquelle deux racines .s de l’équation ( 4 ) doivent satisfaire, quand 
s deux racines deviennent égales entre elles. Quand la fonction 
lectique F(t, s) est une fonction entière de le degré de cette 
iction surpasse d’une unité le degré de sa dérivée. Je rechercherai 
ns un autre article comment se modifie l’énoncé de cette dernière 
jposition quand on l'applique à une équation transcendante. 

§ IIL — Sur les fonctions implicites déterminées par des systèmes 
d^ équations différentielles. 

Comme je l’ai remarqué depuis longtemps, quand on veut intégrer 
système d’équations différentielles, on doit commencer par réduire^ 
; équations au premier ordre, ce qu’on peut toujours faire lorsque 
équations renferment des dérivées d’ordre supérieur, en considé- 
it quelques-unes de ces dérivées comme de nouvelles inconnues, 
réduction dont il s’agit étant effectuée, il sera nécessaire, pour que 
inconnues soient complètement déterminées, que le nombre des 
aations soit précisément égal au nombre des inconnues, et que l’on 
^naisse les valeurs des inconnues correspondantes à Tinc valeur 
anée de la variable indépendante. Par conséquent, les intégrales 
lérales serviront à déduire d’un système donné de valeurs de toutes 
variables un autre système de valeurs de ces mêmes variables; et, 
la question ne peut être résolue que d’une seule manière, comme 
irrive généralement dans la Mécanique, il est clair qu’en la renver- 
it on devra retrouver le premier système, si l’on part du second.' 
Un autre point capital, sur lequel les Mémoires que j’ai présentés ,à 
cadémie en 1846 (') ne laissent aucun doute, c’est que, pour bien 
maître la nature des intégrales d’un système d’équations différen- 
lles et la nature des fonctions qui représentent ces intégrales, il est 
jessaire de considérer non seulement leurs intégrales rectilignes, 
is encore et surtout leurs intégrales curvilignes. En effet, la consi- 
’ation de ces dernières permet de déterminer directement le nombre 


) OE Livres de Cauchy, S. I, T. X. 


et les valeurs des périodes qui peuvent s’ajouter à la variable indépen- 
dante, etc. 

D’ailleurs la recherche des propriétés des intégrales devient plus 
simple et plus facile, quand on commence par réduire les équations 
données à des équations dont les deux membres sont des fonctions 
monodromes et monogènes des inconnues et de leurs dérivées. Or on 
peut généralement y parvenir en introduisant dans le calcul de nou- 
velles inconnues liées par des équations finies à celles qui entrent 
dans les équations différentielles. 

Ainsi, par exemple, dans le mouvement d’une planète autour du 
Soleil, les équations différentielles pourront être réduites a sept équa- 
tions monodromes et monogènes dont l’une sera finie, ces équations 
étant de la forme 

])tX = u, Tiiy — ç, J)(3 = n', 

Y'-h r-. 

Cela posé, concevons que l’on donne, entre une variable indépen- 
dante ^ et «fonctions inconnues 

X, y, -, . . . , U, V, IV, 

Tl équations différentielles de la forme 

( I ) J),X=. J', 1), )■ = F, . . . , l), «> = H'-, 

A', F, . .., IV étant des fonctions monodromes et monogènes des 
variables ce, y, z-, . . . , u, v, w, t et d’autres variables r, s, ... liées 
aux premières par des équations finies. Le premier soin du calcula- 
teur devra être de rechercher la nature et les propriétés de chaque 
inconnue, par exemple de l’inconnue æ, considérée comme fonction 
de t. On y parviendra surtout en recherchant pour quelles valeurs 
de t, X cesse d’être fonction monodrome et monosène de t. Or ces 

O 

valeurs sont généralement celles qui rendent x infini, ou X nul. 


EXTRAIT N» 567. 


341 


infini, ou indéterminé. Remarquons d’ailleurs que poser ^ = 0, ou 
bien 

T' O 

-T =::0, ou -, ou 00, 

O 

c’est établir entre les diverses variables une équation qui peut se 
vérifier pour une valeur particulière de t. 

Soient t cette valeur de et ' 


ï, i;, ..., U, », U) 

les valeurs correspondantes de 

y, ■■■, U, 

Elles ne devront pas, en général, vérifier aussi l’une des équations 
qu’on obtient en supposant l’une des quantités 

Y, ou Z, ..., ou IV 

nulle, ou infinie, ou indéterminée. Donc, pour une valeur très petite 
de ^ — t, les différences 

r — 11, - — i, ..., M> — w 

seront, pour l’ordinaire, sensiblement proportionnelles à l — t et 
seront même des fonctions monodromes, monogènes et finies de z — t. 
C’est sur ce principe que s’appuie une nouvelle méthode qui, très 
souvent, peut être employée avec succès pour l’intégration d’un sys- 
tème d’équations différentielles simultanées, ainsi que je l’expli- 
querai plus en détail dans un autre article. 
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568 . 


Calcul intégral. — Méthode nouvelle pour l’ intégration 
d’un système d’ équations différentielles. 


C. R., T. XLin, p. 127 (21 juillet i 856 ). 


Parmi les résultats auxquels je suis parvenu en m’occupant des 
systèmes d’équations différentielles, il me paraît utile de citer une 
méthode d’intégration que je crois nouvelle, et qui, appliquée à un 
tel système, en fournit souvent avec facilité les diverses intégrales 
ou du moins plusieurs d’entre elles. Cette méthode est fondée sur un 
théorème général dont voici l’énoncé. 

Théorème. — Soient données entre la tiariahlc l et n inconnues 

\ 

X, 7 , ... 

n équations différentielles du premier ordre 
U) rzr A\ l), J ™ Y, — ■ . . . . 

Soient encore 

U, (P, . . . 

m fonctions linéaires des variables oc, y, z, et supposons que, les 
valeurs de 

l^iU, DiP, Dffv, ..., 

étant tirées des formules (i), on trowe 

DiU — UiUi U<^ -h C/.J a» -h . . . , 

™ Fj -i- F (’a -i- -h . . . , 

™ fP’i -h W2 (V’2 H- TFy (r’;j H™ . . . , 


U.,, u^, Ç’3, étant de nouvelles fonc- 

tions linéaires de X, y, Z, .... Si les coefficients 



ê, y, ..., 
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renfermés dans les fonctions 

i'> n-, 

peuvent être choisis de manière que 

«Ij «2; «3> (’i, (•’j, (’s, H’2, W’j, ... 

se réduisent à des fonctions linéaires de 

U, W, . . . , 

et SI d adleut s , cette condition étant remplie, on ne peut, des formules 
( 3 ) << = 0, t’ = O, w — O, . . . , 

déduire aucune équation dans laquelle les coefficients 

a, 6, y, ... 

disparaissent tous à la fois, les formules (3) représenteront un système 
(V intégrales des équations données. 

Pour démontrer ce théorème, il suffît d’observer que, dans l’hypo- 
thèse admise, les valeurs générales de u, v, w, ... s’évanouiront, en 
vertu des équations ( 2 ), si elles s’évanouissent pour un système par- 
ticulier de valeurs des variables j, a?, et que cette condition 

pourra être rcimplie par la fixation de valeurs convenables attribuées 
aux coclhcients a, ê, y, 

l^a méthode qui repose sur le théorème que je viens d’énoncer 
oü’re de nouveaux avantages quand aux équations différentielles don- 
nées on joint celles qui détermfncnt de nouvelles inconnues propres 
à représenter des quantités dont l’introduction dans le calcul est 
appelée par la nature même des questions que l’on se propose de 
résoudre. 

Dans un prochain article, je montrerai, par des exemples spéciale- 
ment choisis entre ceux quei’ournissent la Mécanique et l’Astronomie, 
les avantages^que présente la méthode nouvelle pour l’intégration des 
systèmes d’équations différentielles. 
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569 . 

Fonctions symboliques. — Sur les produits symboliques 
et les fonctions symboliques. 

C. R., T. XLIII, p. iGg (î 8 juillet t856j. 


La lettre s désignant une fonction d’une ou de plusieurs variables 
indépendantes, concevons que l’on multiplie ses différences, ses dif- 
férentielles ou ses dérivées des divers ordres par d’autres fonctions 
de ces mêmes variables, puis que l’on renferme entre deux paren- 
thèses la somme des produits ainsi obtenus, et qu’après avoir (dl'acé 
partout la lettre s, on se contente d’écrire cette lettre une si'ule lois à 
la suite de la dernière parenthèse, on obtiendra une expression ({tii 
se présentera sous la forme d’un produit, et qui sera cflcctivement 
appelée produit symbolique. Les _dcux facteurs de ce produit symbo- 
lique seront le multiplicande s et un polynôme symbolique dont chaqtu' 
terme sera le produit d’une lettre caractéristique par une fonction des 
variables indépendantes. Si les termes disparaissent tous à l’exception 
d’un seul, on pourra omettre les parenthèses. Alors aussi h-, multipli- 
cateur symbolique deviendra un monôme qui pourra se réduire, dans 
certains cas, à une lettre caractéristique indiquant une o[u'îralion à 
laquelle on soumet la fonction s. 

Gomme on l’a fait quelquefois, nous n’hésiterons pas à simpliliin- 
souvent les formules à l’aide du procédé qui consiste à représenter un 
polynôme symbolique par une seule lettre ou par un seul caractèri». 
Nous affecterons spécialement à cet usage les deux caractères V, □, 
que j’appellerai trigone et tétragone, parce que leurs formes sont 
celles d’un triangle et d’un carré. 

La nature d’un facteur ou multiplicateur symbolique dépend de la 
nature des opérations indiquées par les lettres caractéristiques qu’il 
renferme. On peut dire qu’il est une fonction symbolique de ces 
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très. On peut même dire généralement qu’il en est une fonction 
;ière, attendu que, si aux divers signes d’opérations, c’est-à-dire 
{ diverses lettres caractéristiques, on substituait des quantités 
•itables, le multiplicateur symbolique deviendrait une fonction 
aère de ces quantités. 

D’ailleurs rien n’empêche de faire croître indéfiniment le nombre 
> termes dont se compose un facteur symbolique. Mais alors, tandis 
e ce nombre devient de plus en plus grand, le produit d’une fonc- 
n donnée s par ce facteur symbolique peut converger ou ne pas 
ivergervers une limite finie. Si la limite existe, le multiplicateur 
s dans cette limite sera encore un facteur symbolique; mais ce 
teur, composé d’un nombre infini de termes, sera là somme d’une 
le symbolique qui sera dite convergente. Toutefois, et il importe de 
■emarquer, la série pourra être convergente pour certaines valeurs 
formes de la fonction s, et cesser d’être convergente, par consé- 
3nt devenir divergente, pour d’autres valeurs ou formes de s. Ainsi, 
ir une série symbolique, la convergence peut dépendre, non seule- 
nt des valeurs attribuées aux variables comprises dans la série, 
is en outre de la nature de la fonction qui doit être multipliée par 
;omme de cette série. 

hipposons maintenant qu’une série symbolique soit convergente 
jue la somme de la série puisse être exprimée en termes finis par 
! certaine fonction algébrique ou transcendante, dans le cas où 
i remplace les lettres caractéristiques par des quantités variables, 
somme de la série symbolique sera naturellement exprimée par la 
me fonction algébrique ou transcendante, si l’on substitue à ces 
intités variables les lettres par lesquelles on les avait d’abord rem- 
cées, et l’on obtiendra ainsi ce que nous appellerons une fonction 
ibolique algébrique ou transcendante. Toutefois, cette fonction ne 
irra pas être appliquée sans restriction, comme facteur symbo- 
le,- à un multiplicande quelconque s, quelles que soient les 
3urs attribuées aux variables indépendantes comprises dans ce 
Itiplicande; et, le plus ordinairement, il faudra renfermer ces 
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valeurs entre certaines limites, pour qu’il soit permis de multiplier .y 

par la fonction symbolique. 

Les fonctions symboliques, telles que je viens de les définir, ont 
déjà été introduites par les géomètres dans quelques formules de 
haute Analyse. L’usage habituel de ces fonctions dans les Calculs dil- 
férentiel et intégral offrirait de grands avantages; mais ces avantages 
seraient contrebalancés par de graves inconvénients, si l’on ne com- 
mençait par déterminer les conditions de convergence des séries 
symboliques, ou, ce qui revient au même, par rechercher dans quel 
cas on peut à un multiplicande donné appliquer une fonction symbo- 
lique donnée algébrique ou transcendante. 

J’ai déjà, dans le Mémoire lithographié de i835 ('), traité cette 
question, en m’appuyant pour la résoudre sur une formule générale 
que j’avais donnée dans le Mémoire du ii octobre i83i (“). Mais il 
m’a semblé qu’on pouvait simplifier et perfectionner encore, mènu* 
après les travaux récents de quelques géomètres sur des sujets ana- 
logues, les résultats auxquels j’avais été conduit. Comme, parmi h's 
fonctions transcendantes, les exponentielles sont celles qui repa- 
raissent le plus souvent dans l’Analyse, il était nécessaire de consi- 
dérer spécialement les exponentielles symboliques, et de rechercher 
avec soin leur nature, leurs propriétés et les conditions de conver- 
gence des séries symboliques dont elles représentent les sommes. Ces 
motifs ont dû m engager à fixer particulièrement sur ces cx[)onon- 
tielles l’attention du lecteur. 


Analvsb. 

§ I. — Produits symboliques. 

Soit S une fonction donnée d’une ou de plusieurs variables indé- 
pendantes. Pour indiquer les différentielles totales et partielles dey, 
je joindrai à la notation de Leibnitz celle dont je me suis constamment 

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XV. 

(2) /to., S. I, T. XI. 
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seivi dans mes Leçons à 1 École Polytechnique. En conséquence, j’in- 
diquerai la différentielle totale par la lettre caractéristique d, et les 

différentielles partielles relatives aux variables x, y, z. par cette 

meme lettre au bas de laquelle j’écrirai comme indices ces mêmes 
variables. Alors, les différentielles partielles étant indiquées par les 
lettres caractéristiques 

dy» d-, • • • > 

on aura généralement 

^ ^ ^ dy«? ~f~ “|— .... 

De plus, en appelant dérwée totale et dérivées partielles que deviennent 
la diflérentielle totale et les différentielles partielles quand on réduit 
a 1 unité la différentielle de chacune des variables indépendantes, je 
remplacerai la lettre d par la lettre D, quand il s’agira de représenter, 
non plus des différentielles, mais des dérivées. Cela posé, Féqua- 
tion (i) entraînera évidemment la suivante : 

( ^' ) 1)^ “ I)y.S “H R-.Ç -1- .... . 

Enfin je désignerai par 

As 


la différence ou variation finie de s, correspondante à des variations 
finies et simultanées 

tsx, tsy. As, . . . 


des variables 


7> 


et, quand il s’agira de représenter une variation finie de s corres- 
pondante à une variation finie Lx, ou Aj, ou As, etc., d’une seule 
variable x, ou y, ou z, etc., je placerai cette variable comme indice 
au bas de la lettre caractéristique A, en substituant à la notation A^ 
l’une des notations 

Aa:*, AyJ, A^j, .... 


Quant aux différentielles, dérivées et différences des divers ordres, 
je suivrai, pour les représenter, le procédé universellement admis, et 
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quand il s’agira d’indiquer une différentielle, une dérivée ou une dif- 
férence de l’ordre n, relative à toutes les variables ou à l’une d’elles, je 
remplacerai la lettre caractéristique adoptée pour le premier ordre par 
la puissance de cette lettre caractéristique. Ainsi, par exemple, la 
dérivée du sixième ordre de la fonction s différentiée une fois par rap- 
port à X, deux fois par rapport à y, trois fois par rapport à sera 
représentée par la notation 

D^ By D| s. 

Ces conventions étant adoptées, concevons que les différentielles, 
dérivées et différences finies des divers ordres de la fonction s soient 
respectivement multipliées par de nouvelles fonctions X, Y, Z, ..., 
des variables indépendantes x, y, z, . . . , puis qu’après avoir ren- 
fermé entre deux parenthèses la somme des produits ainsi obtenus, 
on enlève la lettre s à chacun de ces produits en la transportant à 
la suite de la seconde parenthèse et l’y écrivant une seule fois. On 
obtiendra une expression par laquelle nous représenterons encore la 
somme trouvée et cette expression sera un produit symbolique. Ainsi, 
par exemple, en opérant comme on vient de le dire, on transformera 
la somme 

(la; 5 H— Y H— Z d-^ -H . . . 

en un produit symbolique, et dans ce produit, représenté par la nota- 
tion 

(A da;-|- Y dy-i— Z . . .)s, 

le multiplicateur sera le polynôme symbolique 

ZC dx -i- Y dy “H Z “1— .... 

Si l’on représente ce multiplicateur par le trigone V, l’équation sym- 
bolique 

(3) V = Xd^-i-Fdy-hZd,H-,... 
entraînera toujours avec elle la formule 

(4) AxS + Y AyS Z + 
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Si la quantité variable Vs que détermine l’équation (4) est à son tour 
soumise une ou plusieurs fois de suite au système d’opérations qu’in- 
dique le trigone V, alors, à la place de V^, on obtiendra successive- 
ment te troisième, le quatrième, . .. terme de la série 

(5) s, Vs, VVs, VVVs, .... 

En suivant encore ici le procédé à l’aide duquel on exprime les diffé- 
rences, différentielles et dérivées des divers ordres, j’écrirai simple- 
ment 

V=, V% ... 

au lieu de 

VV, VVV, . . . . 

Cela posé, les divers termes de la série (5), exprimés par les nota- 
tions 

(6) ,ç, Vs, V^s, V^s, ..., 

seront les produits symboliques de la fonction s par les diverses puis- 
sances entières, nulle et positives du facteur symbolique V, ou, ce 
qui revient au même, par les divers termes de la progression sym- 
bolique 

(7) I, V», .... 

Dans le cas particulier où l’on a 

AT—I, r—i, Z=I, 

le trigone V déterminé par la formule (3) se réduit à d, et le produit 
symbolique Vs à la différentielle totale d^. Alors aussi V" et V"^ se 
réduisent à d" et d"j. 

Le cas où la fonction s est monodrome et monogène par rapport aux 
variables x, y, s, . . . pour des valeurs quelconques attribuées à ces 
variables, ou du moins tant que ces valeurs restent comprises entre 
certaines limites, mérite une attention spéciale. On a, dans ce cas, 


(8) 


da;5 = Da, 5 da-, 
da, — da? R a;, 


dj,s = DySd7, . 

dy =d/Dy, 


* • f 
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et par suite, en nommant a, h,c, ... les valeurs attribuées aux diffé- 
rentielles da;, dy, dis, . . . , on tire de l’équation (4) 

^ Q ^ ViÇ (2 D ic ^ "4“ b Y" D y 5 — }— c /j D - 5" H"* «... 

Alors aussi la formule (3) donne 

(10) V “h 6 J^Dy -f- -h . . . - 

Si chacune des constantes a,b,c,... se réduit à l’unité, on aura 
simplement 

(11) V — .UDa: -t-UDy-H-^D-, .... 

Enfin, si chacune des fonctions X, F, Z, ... se réduit aussi à l’unité, 
on aura 

V ” D^ -t- Dy-f- D- -f- . . . D. 

Le facteur V, défini par l’une des équations symboliques (y), (to), 
(il), est une fonction symbolique, non seulement entière, mais 

linéaire et homogène des lettres caractéristiques d^,, dy, d- 

ou D^, Dy, Dj, — La puissance du facteur où V" est encoiai 
une fonction entière et homogène de ces lettres, non linéaire, mais 
du degré n. 

Le produit de deux ou de plusieurs facteurs symboliques dépend 
généralement de l’ordre dans lequel les multiplications s’effectuent. 
Ainsi, par exemple, si l’on pose 

V = XD^, □ = Dy, 

on aura, en vertu des règles de la différentiation, 

VDs = XDa:DyS, 

par conséquent 

VD=:XD*Dy,- 

et 

□ = X Dy D;„ i 4- Dy JT D* J, 

par conséquent 

= A'DyDa:-!- Dy JTDa., 
et 

□V=VG -hDyJTD^. 
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Donc alors les produits OV, DV ne deviendront égaux entre eux ,ue 
si la fonction X cesse de renfermer la variable y. 

Lorsqu’un facteur symbolique est la somme de plusieurs termes 
respectivement proportionnels aux lettres caractéristiques d^, d,, 
d^, ... ou D^, D^, D,., .... les règles connues de la différentiation 
suffisent à la détermination des termes dont se compose une puis- 
sance quelconque de ce facteur. Les mêmes règles déterminent aussi 
les divers termes dont se compose le produit de plusieurs facteurs 
symboliques de l’espèce indiquée. 11 y a plus : ces règles fourniront 
encore le produit de plusieurs facteurs symboliques dont chacun 
serait la somme de plusieurs autres. Les formules ainsi obtenues 
seront précisément celles qui se rapportent à la multiplication des 
sommes de quantités, avec cette différence toutefois que, dans le cas 
où les quantités sont remplacées par les facteurs symboliques, on 
doit tenir compte de l’ordre dans lequel les multiplications s’effec- 
tuent. Ainsi, pai exemple, si la somme V de plusieurs facteurs sym- 
boliques V,, Va, V,, ... est multipliée par un autre facteur symbo- 
lique □, l’équation 

(*^) V ~ V, -t- Vj -h Vj H- . . . 

entraînera la suivante 

(13) . DV^ DVj-i- □Vj-h □V 3 + ..., 

et l’on aura aussi 

(14) iVD^rV.D + VsD + VjD-h.... 

Mais la formule (i3) ou (i4) deviendrait généralement inexacte si, 
dans l’un des produits qu’offre le premier ou le second membre, on 
renversait l’ordre des multiplications. Pareillement, si l’on suppose 

(15) V = Vn-Va, 
on en conclura 


(16) 


V2=VS-^V,V5+VîVH-Vf. 
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Mais, le produit VjVa étant généralement distinct du produit VoV,, la 
l’éduction de la formule (i6) à la suivante 

(17) 

ne sera permise que dans certains cas spéciaux. Les réductions de ce 
genre s’effectueront, par exemple, si l’on emploie des facteurs sym- 
boliques dont chacun, exprimé à l’aide des lettres cai’actéristiques, 
en soit une fonction linéaire à coefficients constants. 

Ainsi, en particulier, en élevant à la puissance du degré n les deux 
membres de chacune des formules symboliques 

( d = da: H- dy H- d; -h . . . , 

(«) 

{ D — D^ -{- Dy H- D- -H . . • , 

on obtiendra, pour déterminer d" ou D" considérés comme fonctions 
entières des lettres caractéristiques d^;, dy, d^, . . . ou Dy, D^, .... 
des formules parfaitement semblables à celHes auxquelles on parvien- 
drait si ces lettres représentaient de véritables quantités. 

Concevons maintenant que, 

‘S’, >S,, S^, 


étant des fonctions entières monodromes et monogènes des variables 
indépendantes 

y 7 ^7 • • • > 


on pose 


( ^ 9 ) ^ "i” *5^1 -f-AS2d“5 . . . H— S fl d s, 

et que l’on demande la valeur è de correspondante, non seulement 
à des valeurs données a, b, c, ... des variables x, y, z, ..., mais 
encore à des valeurs données a, ê’, y, ... de leurs^ différentielles àx, 
dy, ds, — Pour obtenir s, il suffira évidemment de poser, dans s, 
S, S So, . . . , 

(20) a; — at -h a, y — êt+b, ..., 

puis d’effectuer les différentiations relatives à t, et de prendre ensuite 

(21) t = 0, 


dif = 1 . 
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D’ailleurs □,? sera de la forme indiquée par l’équation (19) si l’on a 
(22) □ =:V" 

et 

(2.3) V = wcl, 

CO étant une fonction monodrome et monogène des variables indépen- 
dantes a?, c; 

Si les différentielles da?, dy, de:, ... se réduisent toutes à Funité, la 
formule (19) sera réduite à 

( 24 ) n 5 .s' .s J D5 — t- s 2 . 1 ) ^.V -f" . . . -H S/l It Sf 

et la formule (23) à 

( 25 ) VrrwD. 

Dans cette dernière hypothèse, les valeurs données de d,a;, dy, ds, . . . 
ne pourront différer de l’unité : par conséquent les formules (20) 
devront être réduites aux suivantes : 

( 26 ) .2’ zzz t — i— (üz, y nn t H— /), Z t *-j- .... 

Enfin, si les valeurs données des variables x, y, z, ... se réduisent 
toutes à l’unité comme celles de leurs différentielles da;, d.r, dr-, . . . , 
alors, pour obtenir la valeur s de V"^, en supposant ?= coD, il suffira 
de poser, dans les fonctions ^ et co, 

et de réduire ainsi à une fonction de la seule variable x, puis de 
réduire ensuite cette variable à l’unité. 

Concevons, pour fixer les idées, que, m étant le nombre des 
variables x, y, z, . . . , on ait 

(27) to = .5 = CC"’ . . . . 

Alors, en posant • 



354 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


on aura 

r,) — ,S’ — X-"‘, 

\s =sï)s 

V-s = .çDV.s =r 7» (2m -h 


et généralement 

DV"-‘s=: (— I)"-' m(2m -I- i). . .{nm ■+■ n - - t-i. 

Donc, en réduisant x à l’unité, ou trouvera 

( 28 ) 8 = (— l)"-' m( 277Z -H l) (3/7H- 2 ). . .(77777 + 77 — l). 

I II. — Réduction du nombre des variables dans les fonctions symboliques. 
Limites supérieures aux modules de ces fonctions. 

Le procédé dont je me suis servi à la lia du § I, et des procédés 
analogues, permettent de transformer des fonctions symboliques de 
plusieurs variables en fonctions symboliques d’une seule variable. 
Les transformations de ce genre offrant le moyen de rendre plus 
facile la détermination symbolique, je vais un instant y revenir. 
Considérons lin produit symbolique 

Ds 

dans lequel chacun des deux facteurs □, .v représente une fonction 
des variables indépendantes æs y, z-, ... qui demeure monodrome, 
monogène et finie, du moins entre certaines limites, le premier fac- 
teur □ étant en outre une fonction entière de l’une des deux caracté- 
ristiques D, d. Si □ renferme seulement la caractéristique D, alors, 
pour transformer en une fonction symbolique d’une variable auxi- 
liaire t, il suffira d’écrire partout, dans les facteurs □ et 5, à la placi' 
des variables indépendantes 

X, y, Z, ... 


les binômes 


x-ht, y -ht, 


Z -h t, 
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et, à la place de la caractéristique D, la caractéristique 1),, sauf à 
poser, après les différentiations,’ 

t — o. 

Si □ renfermait seulement la caractéristique d, alors, pour trans- 
former □ s en une fonction symbolique de t, il sufFirait de remplacer, 
dans les facteurs □ et s, les variables 


X, 


y, 


par les binômes 

cc — H t i\jc y y — 1 — t clvîT, 
puis chacune des caractéristiques 

d, d^, d,.. 



d'h 



par la seule caractéristique D,, sauf à poser ensuite / — o. 

Concevons, pour fixer les idées, que la fonction s se réduise à la 
fonction w déterminée par la formule 



ï, 1 ), 3, ... désignant des quantités qui- ne dépendent pas de as, y, 

Z, Supposons encore que □ renferme la seule caractéristique d, 

et soit de la’forme 


(2) a-v", 

V étant déterminé par la formule 


(3) T==r,)d; 

on aura 

( 4 ) □ w = V" « 

ou, ce qui revient au même, 

(5) □ r,) — (wd )"c.3; 
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de plus, en opérant comme on vient de le dire, et posant 



on devra, dans l’équation (5), remplacer w par mT, d par D,, et l’oi: 
trouvera, en conséquence, 

(-) □w=;:w“-^’(rD,)"7;, 

t devant être annulé api’ès les différentiations. Si, pour abréger, or 
pose 

(8) — { T'Dd’^ 3' > 

t étant réduit à zéro après les différentiations, on aura simplement 

(9) 

Des deux facteurs que renferme le second membre de la formule ( 9 ) 
l’un cü"'*"' est une fonction connue des quantités x; y, ..., v, i) 
3 , . . . , et pour qu’il conserve une valeur finie, il suffit que les module: 
des variables 

JC, y, Z, ... 


soient respectivement inférieurs aux modules des quantités 


ÎT, P J 3? .... 

J’ajoute que, si cette condition est remplie, l’autre facteur auri 
lui-même une valeur finie, et qu’il sera facile d’assigner une lirnit 
supérieure à son module. Effectivement, eu égard à la formule ( 7 ) 
la fonction svmbolique 

{Tü.rT 

sera une somme de termes dont chacun sera le produit de T pour do 
facteurs de la forme 
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, h" , . . . étant des nombres entiers qui vérifieront la condition 

il' + A" -4- ... — /?,. 

imme d’ailleurs, en posant 

t — O, 

rès les différentiations, on aura 


T^x, l)f 


0 ' 


est clair que, si l’on nomme g le plus grand des modules qui appar- 

mnent aux rapports ■■■, le module de ü;, sera inférieur 

i produit 

0" ’ 

étant te nombre entier auquel se réduit quand on suppose 

0'=0";=z0®'=. . .r=l. 

iis, dans cette supposition, on a 

T={\ — t)-'", 

désignant le nombre des variables .s, . . . , et par suite 

— ni ( 2 m -i- I ) ( 3 -t- 2 ) . . . ( nm + « — i ). 


)nc,' si l’on nomme a le module de &>, la formule (9) fournira pour 
module de Dco un nombre égal ou inférieur au produit 



étant le nombre entier que détermine la formule 

[ ) /V = 77Z ( 2 4- ï ) ( 3 -f- 2 ) . . . ( n/n -r- /i — I ) . 

Il importe d’observer que, dans les formules (3) et (5), on a 
i) d = ci/Dy-f- d-D-+. . 
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et que les différentielles 

d^, dj, d^, . . , 

des variables indépendantes x, y, z, ... peuvent être des fonction” 
données 

I, i), 3, ... 

des quantités r, i), 3, . . . qui ne dépendent pas de x, y, z, . . . • 
Admettons cette hypothèse, et désignons par la lettre caractéri^’' 
tique (D ce que devient alors d. On aura 

(i3) y3=:AI)^+î)D3,H-3D.-i-...’, 

et les formules ( 3 ), ( 5 ) seront remplacées par les suivantes : 

( 1 4 ) V CÜ (Q, 

(i5) □ w = (o)(Q)“o). 

D’ailleurs, dans l’expression (10), qui représentera toujours une 
limite supérieure au module de □ w, le rapport sera le plus grand 
des modules qui appartiendront aux rapports 


Concevons maintenant que, I étant l’un quelconque des nombres 
entiers 

I, 2 , 3, ..., n, 

on nomme 

rùl, CO/, \ I . 

ce que deviennent 

M, , ® et wcO, 

quand, au système des quantités 

r, r, A, t), 3, •■., 

on substitue un système analogue de. quantités désignées par les 
mêmes lettres affectées de l’indice l. Soient encore 

. «/, 6 / 
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ce que deviennent 


a cl 


pour le nouveau système. On aura 

(17) T/rrw/ÛÔ/; 

et, si l’on détermine la fonction symbolique □«, non plus par la for- 
mule (4), mais par la suivante 

( 18 ) □ W V„ V„_| . . .Vo^l w, 
le module de □ co sera inférieur à l’expression 

qui, dans ce cas, remplacera évidemment le produit (to). Par suite, 
c,c module sera encore inférieur au produit 


( 30 ) 


f'A"- 


si l’on désigne par a, non plus le module de w, mais le plus grand des 
modules appartenant aux termes de la suite 


0 ), • • •> ^/n 


('t par i le plus grand des rapports 

T T 1 

(57 Ol' ■■■’ 97 ,' 

Concevons à présent que les fonctions 

,s-, -r, r, Z, ... 

des variables indépendantes 

restent raonodromes, monogènes et finies tant que les modules de 
CCS variables sont inférieurs à certaines limites 

X, y, Z, 
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et, en les supposant tels, prenons dans la formule (2 ) 

La fonction symbolique 

(22) 

aura une valeur finie dont le module sera inférieur à une certaine 
limite que nous allons déterminer. 

Nommons 

t, V, h ■■■ 

des variables auxiliaires dont les modules soient constants, mais res- 
pectivement inférieurs aux limites 


X, y, 7 ; 


ü) une fonction de 


■r, y. 


ï, •), 


déterminée par la formule (i), et s ce que devient. v (juand on y rem- 
place X, y, ... par ï, i), 3, — Supposons, en outre, que, l étant 
l’un quelconque des entiers 


on désigne par 


I, 2 , 3 , •*., /i, 

*■/, 1;/, .V, • • • 


d’autres variables auxiliaires dont les modules respectifs soient encore 
inférieurs aux limites 


et par 

ce que deviennent 


X, y, Z, 

•î/, f/, 

.r, r, Z, 


quand on y l’emplace x, y, z, ... par i);, 3^, .... Enfin, nommons 10 1 
ce que devient m quand on y remplace r, q, 3, . . . par r/, ip, y, . . . ; 

conservons aux notations cô/, les significations ci-dessus admises, 
en sorte qu’on ait 


(' 7 ) 


V/= w;®/. 
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Œ)i étant déterminé par la formule 

(aS) Dy-f- 3/ D;+ . . . , 

et concevons que l’on attribue aux variables 

x, y, Z, ... 

des modules respectivement inférieurs à ceux de 


et de 


ï, t), 3, 


3/ J 


La formule (5) de la page 336 donnera 


(24) 


s = ait' ( Cul 6 ), 


et l’on trouvera pareillement 

(25) V = 3K(w/CD/) = 3rtV/, 

la moyenne isotropique qu’indique la lettre caractéristique Oit éta 
relative, dans la formule (24), aux arguments des variables aus 
liaircs 

Vf * f 

et clans la formule (25) aux ai’guments des variables auxiliaires 


V/, il, — 

Cela posé, on aura non seulement 

(36) Vi= 3 lL( 6 Vw), 

mais encore 

(27) Va) = atL(Viw), . VV,co = 31 i(V 2 V,co), , 

et de l’équation (26) jointe aux formules (27) on tirera 

(28) V« 5 =: 31 L( 6 V„V„.,...V,Via)), 

, la moyenne isotropique qu’indique le signe 31L étant relative aux arg 
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ments de toutes les variables auxiliaires. D’ailleurs, si l’on attribue 
aux nombres yV, ô, a les valeurs qui leur ont été assignées dans l’ex- 
pression (20), le module du produit symbolique 

. . .V2V1W 

sera constamment inférieur à cette même expression. Donc, en vertu 
de la formule (28), le module de la fonction symbolique 

sera inférieur au produit de l’expression (20) par la limite s que ne 
peut dépa'sser le module de $. Ainsi le module de □ .v — V".ç sera infé- 
rieur au produit 

d) ■ 

Concevons maintenant que, t étant une nouvelle variable distincte 
de æ, y, . . . , et V étant toujours déterminé par la formule (21), on 
construise la série 

i 

(3o) .V, 


dont le terme général est 


D’après ce qu’on vient de dire, le coedîcient de i." dans l’expres- 
sion (3i) offrira un module inférieur au produit 


(32) 



D’ailleurs, la valeur de iVétant donnée par la formule (i r), le module 
de la série qui aura pour terme générai.le rapport 

N ■ 

1 . 2 ... « 


sera 


4" I . 
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Donc la série dont le terme général est l’expression (3i) aura pour 
module le produit 


(33) 


(m -t- i)h 
0 ’ 


et la série (3o) sera certainement convergente, si le module de / est 
intérieur à l’inverse du rapport (33), c’est-à-dire à 


(34) 


e 


( ;?2 -h I ) 8 

Si, dans cette hypothèse, on nomme la somme de la série, on aura 


(35) 


1 J . 2 


D’ailleurs, lorsque V représente une quantité, on a identiquement 


(36) 


1 4- -V 
1 




et par suite l’équation (35) se réduit à 

(37) 


Donc, si l’on étend la formule (36) au cas où, V étant un facteur sym- 
Imlique, la série (3o) est convergente, la somme de cette série sera 
déterminée par l’équation symbolique 


(38) 




Mais cette équation ne subsistera que dans le cas où la série (3o) sera 
convergente, et c’est dans ce cas seulement qu’il sera permis d appli- 
quer à la fonction s le multiplicateur symbolique 


Lorsque, a et 0 étant des quantités finies, 0 ne s’évanouira pas, on 
pourra toujours, en attribuant au module de t une valeur suffisam- 
ment grande, choisir ce module de manière que la série (3o) soit 
convergente. Donc alors il sera possible d’appliquer à la fonction s le 
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multiplicateur symbolique , au moins pour des valeurs de t suffi- 
samment rapprochées de zéro. 

Si dans la formule ( 21 ) les fonctions , 

A% F, Z, ... 

se réduisent à des constantes, alors en représentant ces constantes 
par 

d^, Ay, ds, . . . , 

on réduira cette formule à l’équation 

(39) V=:d, 

et l’équation (38) donnera simplement 

(40) □.•i- = e'‘i5 — ,ç - 4 - - 1 - . . . . 

Le dernier membre de cette dernière formule reproduit, lorsqu’on 
suppose « = i, la série de Taylor qui sera convergente tant que les 
accroissements attribués aux variables x, y, z, . . . n’olTriront pas des 
modules pour lesquels la fonction s cesse d’être monodrome, mono- 
gène et finie. 

Dans un prochain article, je donnerai l’application des principes 
ici exposés à l’intégration des équations différentielles simultanées 
et des équations aux dérivées partielles. On retrouve ainsi des condi- 
tions du genre de celles que J’ai données le premier dans le Mémoire 
de i835, c’est-à-dire des conditions auxquelles un système d’équa- 
tions différentielles doit satisfaire pour que ces équations admettent 
des intégrales qui, du moins entre certaines limites, demeurent mo- 
nodromes et monogènes. 
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570 . 

FONCTIONS SYMBOLIQUES. — Sur la transformation des fonctions 
symboliques en moyennes isotropiques. 

C. R., T. XLm, p. 26 i (4 août i856). 

La transformation d’une fonction symbolique donnée en une 
moyenne isotropique peut être avantageusement appliquée à la 
recherche des propriétés de cette fonction. Ainsi, par exemple, 
une limite que ne pourra dépasser dans la moyenne isotropique le 
module de la quantité renfermée sous le signe an. sera encore évi- 
demment une limite supérieure au module de la fonction symbo- 
lique, et, si cette fonction est le terme général d’une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes d’une variable, il sera possible 
d’assigner au module de cette variable une limite au-dessous de 
laquelle il pourra varier sans que la série cesse d’être convergente. 
Dès lors, on conçoit l’utilité de toute formule qui convertit une fonc- 
tion symbolique en moyenne isotropique. J’ai déjà, dans la dernière 
séance, donné une formule de ce genre, l’équation (28) de la pagc36i. 
Mais à cette formule je vais en joindre deux autres qui paraissent 
dignes d’attention, et offrent même celte particularité remarquable 
qu’elles ne renferment plus sous le signe, aiu aucune lettre caracté- 
ristique. Je commencerai par établir les deux nouvelles formules, 
puis j’exposerai -les conséquences importantes qui s’en déduisent. 

Analyse. 

Soient 

.X- une variable indépendante; 
ï\x) une fonction de cette variable. 

Soit encore r un accroissement fini attribué à la variable, et suppo- 
sons que la fonction reste monodrome, monogène et finie, tant que le 
module de l’accroissement ne dépasse pas une certaine limite. On 
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aura, dans cette hypothèse, 


(O 




tf(0 , 

* — x' 


et l’on en conclura, en désignant par n un nombre entier. 


( 3 ) 


f (if) 

D2. f ( ^ ) = 1 . 2 . . . « 31L 


puis, en réduisante à zéro 
(3) 


c,- f{0 


Si, dans cette dernière formule, on remplace f(r) par f(e-+-r), elle 
donnera 


(-4) 


t ( X -4” ï ) 

= 


f ( X t) 

D“f(e)r:=r(«-Hl)31L-^„' '■ 


ou, ce qui revient au même, 

(5) 

Si l’on suppose en particulier /t = i, on aura simplement 

f( -4- ï) 

(6) 


D’ailleurs, la formule (5) s’étend au cas môme où l’on aurait n — o, 
et donne alors 

( 7 ) f(a;) = 311 f(a? H- ï). 

Les formules (5), ( 6 ), ( 7 ) offrent le moyen de transformer une 
fonction symbolique d’une ou de plusieurs variables en moyenne iso- 
tropique. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Soient 

^ y J' t ^ y * * • 

m variables indépendantes. Soient encore 

s, X, F, F, ... 

des fonctions de ces variables, qui restent monodromes, monogènes 
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finies, tandis que l’on attribue à ces variables des accroissements 
)nt les modules demeurent inférieurs à certaines limites 

afin posons 

!) 

) ■ D^V". 

3 ur transformer en moyenne isotropique la fonction symbolique 

O ) □ 5 = V" s, 

suffira d’opérer comme il suit. 

Désignons par 

r, t), 'j, ... 

3 S accroissements simultanément attribués aux variables 

Xy y y * * * ’ 

lit encore s ce que devient s, quand on attribue à x, y, z-, . . . les 
îcroissements r, 1 ), 3 , . . . , et posons 

, A' r Z 

i) CO — — H H H-.... 

9 3 

! les modules de r, x), 3 , . . . sont respectivement inférieurs aux 
mites X, y, z, .. . , alors, en vertu des formules ( 8 ) et ( 6 ), on aura 
ddemment 

2 ) Vs = SIC ( (.) 3 ) . 

3 ncevons maintenant qu’aux accroissements 

ï, ?, 3 , • • • 

îs variables x, y, z, ... on ajoute successivement et à diverses 
loques d’autres accroissements 

üi» 3i, •••> *!, 32 j •••> If*— 1, H»— 3«— 1, 


X, y, Z, .... 

V=:.rD^-f- 




au» 

et que ces divers accroissements offrent des modules constants. Su; 
posons d’ailleurs les accroissements primitifs 


r, x), J, ... 

et ceux qu’on leur ajoute, choisis de manière que les modules des ai 
croissements successifs d’une même variable fournissent une somre 


inférieure 

pour la variable à la limite x, 

pour la variable /, à la limite y, 

pour la variable à la limite z, 

Soient 

•? 

5 , A, 3, ... 


ce que deviennent 

A-, r, Z, 


quand on attribue aux variables æ, s, ... les accroissements r, i 
3 , Enfin, / étant l’un quelconque des entiers 


désignons par 
ce que deviennent 


O, I, 2 , 3, XI I, 

3/, J/, 3/, ... 

®/-i» •••, 


lorsqu’on attribue an?, y, z, ... les accroissements r^, ip, y, ..., e 
effaçant l’indice l — i dans le cas où l’on a 


l — i, l — 1 = 0 ; 


et posons généralement 



i' 

Vt 



Pour convertir en moyenne isotropique non plus Vs, mais V-s, V’’^, . . . 
il suffira de substituer à l’équation ( 12 ) les formules 


(14) 

(15) 


31'L(cpi) WiSj), 
V^S— OÎL ( CO Ml «2 « 2 ), 
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et l’on trouvera généralement 

(i6) V"s— 311 (w Wjcos, • • w„_,s„_,). 

On peut encore, avec succès, appliquer la formule (5) ;i la question 
ici traitée en opérant comme il suit : 

Concevons d’abord que, s étant toujours fonction des variables 

y y ^9 • • ‘ > 

le tétragone □ renferme, avec les lettres caractéristiques 

by, D-, . . . , 

de nouveaux systèmes de variables 


,yi9 • • •> • • •) 

distincts du système 

X, y, 5, .. 

et les lettres caractéristiques 

•••> Hœ.? b/.i ft.., 


^/ly y'ny -^ny • • • 


Dr„. 


Concevons encore que, l étant l’un quelconque des entiers 

ij ü, 3, ..., /i, 

Xi, r„ ... 


on désigne par 


ce que deviennent les fonctions ci-dessus nommées 

A', Y, Z, ..., 


quand on y remplace x, y, ■ par Xi, ji, zi, . . prenons 
V/ T— vT/ ( I)^ -t- Da^, -H . . . -t- Da:i_,) 

> 

l’indice l—i devant être effacé dans le cas où l’on a 

lz=j, l — ï = o; 
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et posons 

(i8) = 

Représentons d’ailleurs par 

9/) 3/j 

des accroissements attribués aux variables 


par 


•^/j y h 


^/, î)/, 5/, 


ce que deviennent, quand on tient compte de ces accroissements, les 
fonctions 

A'„ Yi, Z„ 


et supposons les modules de 

P/, 3/, 


constants, mais tellement choisis que, pour ces modules ou pour des 
modules plus petits, les fonctions 

A,, il, ... 

ne cessent pas d’être monodromes, monogènes et finies. Kntin soient 

cc, cCi, oc,, . . • , ûc,j, ê, 6| , , Ort, y, y,, y,, ..., y,, 

des clefs analytiques assujetties à la seule condition que, dans une 
fonction entière de ces clefs, l’on substitue finalement à la puis- 
sance de chacune d’elles le produit 

1 .2.3. . . n —V{n + i). 


et posons 
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On aura évidemment, en vertu de l’équation (i8) jointe aüx for- 
mules ( 5 ) et (19), 

(20) □ 5 = DTL (û)„ w,t_i . . .Wj 6 ), 9), 

Si maintenant on veut que la formule (20) fournisse une valeur de la 
fonction □ ^ déterminée par l’équation (10), il suffira de poser 

. .= a;, = x, 

In = r«-i = • • - = 

Z fl “ Zfi^^ zn . . . — 


par conséquent, il suffira d’admettre que, dans l’équation (19), 

Jf/, , î)/, 3/, . • . 

représentent ce que deviennent les fonctions 

A, Y, Z, ... 

quand on attribue aux variables 

X, y, Z, ... 


des accroissements 


'Oh ih 


dont les modules constants sont respectivement inférieurs aux limites 
ci-dessus exprimées par les lettres 


X, y, Z, — 

Les formules (16) et (20) sont celles que nous nous étions proposé 
d’établir. Dans la seconde comme dans la première, on peut supposer 
égaux entre eux tes modules constants des divers accroissements rela- 
tifs à une même variable, par exemple des accroissements 

r, U, ..., 

relatifs à la variable x. Mais, tandis que dans la formule (20), 
cliacun de ces modules est seulement assujetti à rester au-dessous 
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de la limite x, c’est leur somme qui, dans la formule (j6), doit rester 
inférieure à la limite x; et il est clair que cette condition abaisse 
chacun des modules .égaux au-dessous de la limite -• D’ailleurs, la 
formule (20) renferme des clefs analytiques qui doivent en être fina- 
lement exclues à l’aide des transmutations de la forme 


(21) |a"| = r(/!). 

Mais, la transmutation (21) pouvant s’écrire comme il suit 


(22) 



a"— ‘ <r-“da. 


on pourra évidemment supposer que dans la formule (19) 


a, 


« 1 , ê], y,. 


7 "’ 


représentent non plus des clefs analytiques, mais de véritables quan- 
tités, pourvu qu’en même temps à la formule (20) on substitue la 
suivante : 


( 23 ) n.i: 




Oit (a)i . . . fj)n 5>) 


cla (IS. . . fia,, fis,, . . 
a6 . . . a,, . . . 


On peut aisément de chacune des formules (i6), (20) déduire une 
limite supérieure au module de la fonction symbolique 

□ irr V'‘«. 

Effectivement, soient 

a, b, c, ... 


des nombres respectivement inférieurs aux limites 


et 


X, y, Z, . . . ; 


?, X, Y, Z, 


les plus grandes valeurs que puissent atteindre les modules des fonc- 
tions 

. 9 , JT, y, Z, ..., 

lorsque dans ces fonctions on attribue à x, y, z, . 


. . des accroisse- 
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;nts dont les modules ne dépassent pas les limites 

a , I) 1 Cj . . . ÿ 

fin réduisons aux rapports 

abc 
n n n 

modules des accroissements représentés dans la formule (i i) par 

n, 3, 

dans la formule (i3) par 


ü/, ih • • • ; 


ît 03^ offriront, en vertu de ces formules, des modules inférieurs à 
limite 


valeur de K étant 


H K, 



par suite le module de la fonction symbolique 

□ ,?==:V«.Ç 

a, en vertu de la formule (i6), inférieur à la limite 
) u«K'‘s. 

soient maintenant 

s. A, B, G, ... 

plus grandes valeurs que puissent acquérir les modules des fonc- 
ns 

A', Y, Z, 

sque dans ces fonctions on attribue h. x, y, z, ... des accrois- 
lents dont les modules sont précisément a, b, c, ... ; nommons 
3 plus grand des rapports 


ABC 

— ? T" ? ~ 5 . . . , 

abc 
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et posons 



En vertu de/la formule (20), le module de □ ^ = V"^ sera évidemment 
inférieur à 

(27) 

étant le nombre entier déterminé par la foi’mule 

(a 8 ) N = m{ 2 in + \) . . .{nm Il — i), 

c’est-à-dire le nombre auquel se réduit lorsqu’on y pose 
s = {ï — t)-\ v = (i — ^)-*Di, 

et qu’après les différentiations on réduit à zéro la variable t. De plus, 
comme on augmentera toujours le nombre par lequel on doit rem- 
placer définitivement le produit de plusieurs des clefs 

dy 0£i, •••> ^n> y» yiï 7//» 

si l’on égale ces clefs à l’une d’elles, la fonction symbolique D.v = V".s- 
offrira encore, en vertu de l’équation (20), un module inférieur à la 
limite 

(29) 1 . 3 . 5 . . .(2/t -M)II"5, 

que l’on déduit de la formule (20), en posant dans la formule (rç) ) 

a = S=yz=..., ai = 6i = y,.r=. . ., 

En résumé, le module de la fonction symbolique 

□ ^ Zn V" S y 

dans laquelle V est donné par la formule (10), sera inférieur à cha- 
cune des trois limites 


(3o) 


n'‘K’‘ç, —s, 1 .3.5. . .(2/i 4- 
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Par suite, le module de la série qui a pour terme général le produit 

fil 

— t 

I . 2 . . . /i 


sera inférieur aux produits du module de t par les trois limites 
(3i) ^ K0, 2H, 


e désignant la base des logarithmes népériens. Donc cette série sera 
convergente, et le facteur symbolique 


pourra être appliqué à la fonction s, si le module de / est inférieur a 
l’une des trois limites 


(32) 


_L ^ ' 

Ke’ m-r-i’ 2H‘ 


De ces trois limites, la première et la dernière sont celles que j’ai 
données dans un Mémoire présenté à l’Académie le 3o juillet 1849, 
et dans le Mémoire lithographié de i835; la seconde est précisément 
celle à laquelle se réduit l’expression (33) de la page 363 lorsqu’on 

a 

pose 

a = I. 


Pour la déduire immédiatement de cette expression, à l’aide des for- 
mules établies dans la dernière séance, il suffît de remplacer, dans 
ces formules, 

X, y, Z, ... par x-h^, y-Hn, .H-Ç, •••, 

et de réduire ensuite 

X, y, Z, à zéro, 

puis 

■fl, Ç, •••, a X, y, Z, ... . 

-Ajoutons que dans la formule (26) on pourrait prendre pour A, B, 
G, . . . non les plus grandes valeurs que puissent acquérir les modules 
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des fonctions 

A', r, Z, 

lorsque dans ccs fonctions on attribue à ce, y, ••• (b's accroisso- 
ments r, i), 3, • • • < dont les modules sont a, b, c, . . . , mais les valeurs 
qu’acquièrent, dans cette hypothèse, et pour un seul système de 
valeurs de r, i), 3, les modules de 

.r, r, Z, 

au moment où la somme 

A B 
a ^ 

devient la plus grande possible. 


571 . 

. Calcul intégral. — Sur l’ intégration définie d’un système d’équnlions 

d ifférent ielles. 

C. R., T. XLIII, p. 497 (8 septembre iS'Jfi). 

Étant donné un système d’équations différentiidles, on peut tou- 
jours réduire ces équations au premier ordre, en augmentant, s’il (‘st 
nécessaire, le nombre des inconnues. Supposons que, les équations 

étant du premier ordre, m soit le nombre des inconnues x, y, z, 

Pour que celles-ci puissent être complètement déterminées en fonc- 
tion de la variable indépendante t, il est nécessaire que les équations 
différentielles soient en nombre égal’ à celui des inconnues, et que, 
en vertu de ces équations, les dérivées des inconnues relatives à la 
variable indépendante soient des fonctions des diverses variables, 
savoir de la variable indépendante et des inconnues elles-mêmes. 
Ces conditions étant supposées remplies, V intégration définie des 
équations proposées consiste à déduire d’un système donné de 
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valeurs correspondantes des diverses variables un autre système 
d(^ valeurs correspondantes de ces mêmes variables. Les intégrales 
(|ue fournit 1 intégration définie sont dites générales, lorsque la 
valeur primitive et la valeur finale de la variable indépendante 
peuvent être arbitrairement choisies. 

Dans les applications du Calcul intégral à la Mécanique, à l’Astro- 
nomie, à la Physique mathématique, etc., les fonctions des diverses 
variables auxquelles se réduisent, en vertu des équations différen- 
tiidles, les dérivées des inconnues, demeurent ordinairement mono- 
dromes et monogèncs par rapport à ces mêmes variables, du moins 
(Mitre certaines limites. Or je démontre que, si cette condition est 
iMMïiplie pour les valeurs primitives des diverses variables, on pourra 
satisfaire aux équations dilférentielles données en prenant, pour 
iM'presenter les inconnues, des fonctions de la variable indépendante 
<|ui seront clles-niômes monodromes et monogènes par rapport à cette 
variable, du moins entre certaines limites. J’y parviens, en effet, à 
l’aiib'. des considérations suivantes. 

Lorsque, dans le voisinage de la valeur primitive attribuée à la 
variable t, une fonction s de cette variable demeui’e monodrome et 
monogime, du moins entre certaines limites, alors l’accroissement 
de la fonction correspondant à un accroissement donné ô de la valeur 
primitive de l est, pour une valeur de Ô voisine de zéro, dévelop- 
jiable, par la formule de Taylor, en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de 0; et la nouvelle valeur qu’acquiert la 
fonction, quand on attribue l’accroissement 0 à la valeur primitive 
de i, peut être exprimée par une exponentielle symbolique. D’ail- 
leurs cette exponentielle peut être présentée sous diverses formes, 
dont rune convient spécialement au cas où s dépend de plusieurs 
variables /, x,y, z-, ..., mais se réduit en définitive à une fonction 
de la seule variable t, parce que x, j, z, ... sont elles-mêmes des 
fonctions de t, déterminées par un système d’équations différentielles 
du premier ordre entre les variables x,y, z, ... et l. Or, la fonction s 
pouvant être l’une quelconque des inconnues x, y, z, . ... , on pourra, 

OKim-ea de C. — S. I, t. Xll. 48 
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en opérant comme on vient de le dire, déduire des valeurs primitives 
des diverses variables, et de la valeur finale de t, les valeurs finales do's 
inconnues, si ces valeurs finales peuvent être des fonctions mono- 
dromes et monogènes de la variable t. Ajoutons que les valeurs finales 
ainsi obtenues se présenteront sous la forme abrégée d’exponentielles 
symboliques, et qu’elles satisferont certainement aux équations dif- 
férentielles proposées tant que le module de l’accroissement attribué 
à la valeur primitive de la variable t ne deviendra pas assez considé- 
rable pour que les séries, dont ces exponentielles symboliques repré- 
senteront les sommes, cessent d’être convergentes. Remarquons d’ail- 
leurs que, à l’aide des principes exposés dans le précédent Mémoire, 
on pourra déterminer une limite au-dessous de laquelle il suffira 
d’abaisser ce module pour que la condition énoncée se trouv(î rem- 
plie. 

Analysé. 

Des principes exposés dans les précédents Mémoirivs, on dédiiil 
immédiatement le théorème suivant : 

Théorème I. — Désignons par les lettres italiques 

A, t 

deux variables dont la première soit fonction de la seconde, et parles 
lettres romaines 

s, t . 

des valeurs primitives correspondantes de ces deux variables. Posons 
d’ailleurs 

t rr: t -1- 0, 

en sorte que ô représente V accroissement qu il faut faire subir à i pour 
obtenir t. Si s est une fonction monodrome et mono gène de la variable 
indépendante t^ dans le voisinage de la valeur primitive t attribuée à 
cette variable, alors, pour un module suffisamment petit de 

^ =1 i — t, 
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on aura 

• 0 

cl l'on pourra encore présenter l’équation (i) sous la forme 

.s- = e‘'s, 

pourvu que, la lettre d indiquant une différentiation relative à t, on pose 

(it — d — t — i. 

(Concevons maintenant que s dépende de plusieurs variables 

ty y i ''J • • • > 

mais SC réduise en définitive à une fonction de la seule variable i, 
parent que x, y, z, ... sont des fonctions de t. Admettons encore que 
ci^s f(»iictions satisfassent à des équations de la forme 

( 3 ) flx =:•- .¥ dl, dy rr V dt, dz — Z dl, . . ., 

A', V, Z étant de nonvclb^s fonctions des variables 


/., .-r, y. 


et la lettiui d indiquant une différentiation appliquée à l’une de ces 
variabb's. Soit, d’autre part, t une valeur primitivement attribuée 
;> t; nommons 

X, y, Z, ... 


(O', ([ue devi(‘.nnent 



(juand on y remplace t par t, et désignons par 


s, X, Y, Z, 

ce (lue deviennent 

.V, A', r, Z, 


quand on y remplace t, x, y, z, ... par t, x,y, z, .... Enfin, suppo- 
sons que, pour une valeur de t suffisamment rapprochée de t, les 
fonctions de t représentées par x, y, z, . . . , et les fonctions de l, x, 
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r, 5, ... représentées par X, Y, Z, demeurent monodromes et 
inonogènes. La formule (a) continuera de subsister, pourvu que, la 
lettre d indiquant toujours une différentiation relative à t, on consi- 
dère X, y, Z, . . . comme des fonctions de t, et que l’on pose encore 
après les différentiations effectuées 

di, — t— i. 

D’ailleurs, puisque x, y, z, ..., considérées comme fonctio'ns de l, 
satisfont aux équations (3), x, y, z’, ...,, considérées comme fonc- 
tions de t, vérifieront les formules 

(4) dx=:Xdl, dy=:Ydt,, dz=:Zdt, 


et par suite l’équation 

(5) ds = D(S di -f- DxS dx -y Dj. s dy -h D,,s dz -4-. . . 
donnera 

(6) ds— Vsdt, 

la fonction symbolique Vs étant déterminée par la formub' 

(7) ' Vsr::i(D,-hXD.-|-YD,.-hZD,,H-...)S. 

Il y a plus : en remplaçant s par Vs dans la formule (G), on trouvera 

dVs — VVsdt, 


et l’on aura, par suite, 


On trouvera de même 


d®s = dVs dt = VVs dl^. 


d’s^VWsdU. 

Donc, en écrivant, pour abréger, 

V^s, V^s, ..., 


au lieu de 


on aura 


VVs, VVVs, 

d-s = V^sdt-, d*s=V®sdU, 
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et l’on trouvera généralement, en désignant par n un nombre entier 
([iielconque, 

(8) , d".s — .V“sdt". 


Cela posé, la fonction symbolique 


, ds d’^s 

cr' s = s 1 

1 1.2 


pourra être présentée sous la forme 


i,y fit- di- 

(.cUVj. — s _j Vs ^ V-S H- . . ., 

I 1.2 

et sera réduite, quand on remplacera dt par ; — t, à l’expression sym- 
bolique 

(()) — s -t- — ^Vs-f- 


c — t- (< — 1 )-_, 

c — Û -I \7t: i- V - S -t- . . . . 


I . 2 


Donc, dans riiypothèse admise, l’équation (2) donnera 

(10) s = 

Si, dans cette dernière formule, s se réduit à l’une des variables x, 
y, 3 , ..., on obtiendra la valeur de cette variable sous Tune des 
fornuïs 

(11) .r ')Vx, y;=:eO-OVy, ^ = eO-‘)Vz, 

Kn conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 

TiiKOisfiMK H. — Soienl données, entre la variable indépendante t et 
ni inconnues x, y, z-, . . . , m équations différentielles de la forme 

( 3 ) dx Jl dt, dy — V dt, dz m Z dt, ■ ■ ■ , 

dans lesquelles K, Y, Z, ... représentent des fonctions des m.+- 1 va- 
riahles 

^5 y y • • • J 

et désignons pur s une autre fonction de ces variables. Soient d ailleurs 


t, X, y, Z, 
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des valeurs primitivement attribuées aux variables 

t, X, y, Z, 

et désignons par 

s, X, Y, Z, ... 

ce que deviennent les fonctions 

s, X, F, Z, ... 

quand on y remplace t, x, y, par t, x, y, z, .... Enfin supposons 

que les fonctions 

s, F, Z, ... 

restent monodromes et mono gènes dans le voisinage des imlears t, x, y, 
Z, ...» primitivement attribuées aux variables /, x, y, r-, .... Si l’on 
peut satisfaire aux équations (3) par des valeurs de x, y, o, . . . , qui, se 
réduisant à x, y, pour la valeur t de t, soient dans le 7U)isinage de 

cette valeur fonctions monodromes et mono gènes de t, ces valeurs seront 

(ij) J — x; ~ ^z, 

pourvu que la lettre caractéristique V placée devant une fonction de t, x, 
y, Z, ... soit définie par la formule 

(J2) V=:D,+ XD^-f- YJV-hZlF-f-..., 

dans laquelle X, Z, ... sont ce que deviennent les fonctions X, )\ 
Z, .... quand on y remplace t, x, y, z, ... par t, x, y, z, . . . . Alors 
aussi, en supposant quune fonction s des variables 

ty Xy y y JZ y ... 

reste monodrome et monogène dans le voisinage, des %'ateurs 

t. X, y, Z, . . . 

attribuées à ces variables, et en nommant s ce que devient s pour ces 
mêmes valeurs, on aura, pour une valeur de l voisine de t. 


(lO) 


.ç — ^ s. 



EXTRAIT N- 571. 


383 


Dans riiypothèse admise, le second membre de chacune des for- 
mules (lo) et. (il) représente la somme d’une série convergente; 
l’expression 

c<'-')Ts 

en particulier représente la somme de la série 


D’ailleurs, en vertu des principes établis dans le précédent Mémoire, 
si les fonctions de l, x, y, z, . . . , représentées par 

(I,^i) ,v, Â\ Y, Z, ... 

sont monodromes et monogènes dans le voisinage des valeurs t, x, y, 
Z, ..., primitivement attribuées aux variables t, x, y, c-, ..., la 
série (d3) sera convergente, tant que le module de / — t ne dépas- 
sera |)as une certaine limite supérieure, correspondante à l’une des 
trois limites que nous avons calculées (pageSyo); et l’on peut ajouter 
<|u’alors l('s valeurs de .r, y, z, ..., données par les formules (ii), 
véritieront certainement les équations (3). Pour le démontrer, nous 
comincncerons par établir les propositions suivantes : 

riiKOuèJiE III. — Supposons que les fonctions 

A', Y, Z, ... 

.soient monodromes et monogènes dans le voisinage des valeurs t, x, y, 
z, . . . , primitivement atlrihuèes aux variables t, x, y, z, .... et conce- 
vons que la lettre caractéristique d appliquée à une fonction f/e 7, t, x, y, 
z, .... indique une différentiation relative à la variable t. Alors, n étant 
un nombre entier quelconque, les valeurs des différentielles 

d''x, d"'y, d"z, ..., 

tirées des formules (i i)> réduiront, quand on posera 7 = t, aux pro- 
duits 

V'ydt", V''zdt'^, 
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Démonstration. — En effet, comme on aura par exemple, en vertu 
de la première des formules (ii), 

f — t_ (i— t)-_, 

f I .^ ) a; ” s H Vx V- X H- . . . , 

' I 1.2 

il est clair que le coefficient de dt”, dans la valeur de d"x, se réduira 
pour t = t au facteur multiplié dans le second membre de la for- 
mule (i5 ) par le rapport ^ > c’est-à-dire à 

V"x. 

TïfÉonÈME l\ . — La fonction s étant supposée, ainsi que X, Y, Z., . . . , 
monodrome et monogène dans le voisinage des valeurs i, x, y, z, 
pj'imitwement attribuées aux variables t, x, y, z, et ^ étant ce que 
devient s quand on attribue à ces variables leurs valeurs primiwes, si Von 
substitue à x, y, z, . . . , dans la fonction s, les seconds membres des for ‘ 
mules (i i)t cette fonction différentièe par rapport à t fournira une diffé- 
rentielle ds qui se réduira au produit 

V%dt, 

Démonstration. — En effet, on aura, dans riiypothèse admise, 

( 1 6 ) ds iS dt DxS dx ~\- .ç dy -h J) - .9 dz . 

D’ailleurs, pour t — t, les différentielles 

dx; dy, dz, 

se réduiront, en vertu du théorème II, aux produits 
Vx dt, Vy dt, Vz dt, . . . , 
par conséquent, aux produits 

X dt, Y dt, iXdt, . . . , 

tandis que les diverses dérivées de ^ relatives aux variables t, x, y, 
Z, . . . , savoir 

1)^9, 1)^.9, J)yS, D-5, 
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se réduiront aux diverses dérivées de s relatives à t, x, y, z, . . . , c’est- 
à-dire à 

DiS, DxS, Dy s, DzS, 

Donc, pour z = t, la différentielle ds se réduira au produit 
( D t s H- X Dx s -H Y Dy s -f- Z Dz s -f- . . . ) 
qui peut être présenté sous la forme 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, 
si Von désigne par 

Uy (T% ... 

divers facteurs dont chacun soit ou une différentielle de x, ou de y, ou 
de Zy ...» relative à t, cette différentielle pouvant d'ailleurs être d’uh 
ordre quelconque, ou bien encore une fonction donnée d'une ou de plu- 
sieurs des t)ariahles t, x, y, z, ... ; alors, en considérant x, y, z, . . . 
comme des fonctions de t déterminées par les formules (i i), et nommant 


ce que deviennent 


U, V, w, ... 
U, r, w’, ..., 


quand on réduit t à t, on aura, pour t~i, 

d{ltçw. . .) zz: V(tivw. . .) dt. 


Démonstration. — En effet, on aura identiquement, d’une part, 

(du dv \ 

(17) d{u^sv...)=:uvw... + 7- V 

d’autre part, 

(x 8 ) V(uvw...) = uvw... (^— + — 4--^ 

On aura, par exemple, si les facteurs se réduisent à deux, d’une part, 


d’autre part. 


d ( uç) znudv 4- P du, 


V(uv) zn U Vv 4 - V Vu. 
. — s.i, t.xii. 


OMuvres de C 


49 
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Gela posé, comme en vertu des théorèmes III et IV les différentielles 

du, dw, ... 

se réduiront, pour t “ t, aux produits 

'^wdtj dt, Vw dty ..., 


il est clair qu’en prenant ï = ton réduira l’expression (17) au produit 
de l’expression (18) par la différentielle dt. 

Corollaire. — Concevons maintenant que l’on représente parv, noTi 
plus le produit uvw . . . , mais une somme de produits de cette espèce, 
et par s ce que dévient s quand on pose / = t. Le théorème V, ôtant 
applicable à chacun des produits dont l’addition fournira la somme ,v, 
pourra être appliqué à cette somme elle-même. En conséquence, la 
différentielle 

d.i 


se réduira, pour < = t, au produit 

' Vsdt* 


D’ailleurs la différentielle 

ds, 

déterminée par l’équation (16), et les différentielles 

d^s, d^s, ..., 


déterminées par des équations du même genre, sont précisément de 
la forme ici indiquée par la lettre Donc, puisque ds se réduit, 
pour Z = t, au produit Vidl, la différentielle du second ordre d-s se 
réduira, pour z = t, au produit 

par suite aussi, la différentielle du troisième ordre d'^s se réduira, 
pour ï = t, au produit 

V{V^sdt-)dt~VHdC, ..., 

etl on pourra énoncer généralement la proposition suivante : 
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Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, 
si l’on désigne par n un nombre entier quelconque, la différentielle d" s 
se réduira, pour t ~i, au produit 

Du théorème I joint au théorème Yl, on déduit immédiatement 
celui que nous allons énoncer : 

Théorème VII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème IV, lorsqu’on substituera dans s, à la place de x, j, z-, les 
seconds membres des formules (ii), on trouvera, pour une valeur de t 
suffisamment rapprochée de t, 

(lo) i = e('-o’s. 

Corollaire. — Si, dans la formule (lo), on prend successivement 
pour ^ les diverses fonctions 

A', F, Z, ..., 

on obtiendra les formules 

(19) A--e^‘-'-FX, Fz=eO-t)^Y, Zrret'-e’Z, 

D’ailleurs la première des formules (ii), ou, ce qui revient au même, 
l’équation (i5) donne 

= Vx H- — V”-x + 4 - . . . 

1 1.2 

OU, ce qui revient au même, 

- X H- — VX + 7^X + ■ ■ ■ = ec-ov x. 

J 1.2 

Donc, eu égard à la première des formules (19), on aura 

D,x = A^, 

et l’on se trouvera ainsi ramené à la première des équations (3). On 
pourra pareillement, de la seconde ou de la troisième, . . - des for- 
mules (il)» déduire la seconde ou la troisième, . . • des équations (3), 
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et l’on arrivéra ainsi définitivement au théorème que nous allons 

énoncer : 

Théorème VIII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème IV, les valeurs de x, y, z, ... données par les formules (i i) véri- 
fieront les équations iZ'). 

En vertu du théorème VIII, si l’on, applique l’intégration définie 
aux équations (3), en assujettissant les inconnues oc, y, z, ... à 
prendre pour z = t les valeurs particulières x, y, z, . . . , les intégrales 
que l’on obtiendra, et qui détermineront les valeurs générales d('s 
inconnues quand t sera peu dififérent de t, seront précisément les 
formules (ii). Ajoutons que les valeurs de x, y, z, . . . données par 
ces formules continueront de représenter les intégrales dont il s’agit 
et de vérifier les équations (3) tant que le module de la différence 
z — t ne deviendra pas assez considérable pour que les séries dont les 
seconds membres des formules (8) représentent les sommes cessenl 
d’être convergentes. 

Si l’on considère la valeur de ^ fournie parla formule (lo), ou, ce 
qui revient au même, par la suivante 

(90) + + + ■ 

I 1.2 

non plus comme une fonction de z, mais comme une fonction de 
t, X, y, z, ..., cette fonction vérifiera évidemment la condition 

(21) V5=0, . 

c’est-à-dire l’équation aux dérivéès partielles 

(22) Di^-i-XD ^-f- YDy«H-ZD,^-h.. .=ro. 

D’ailleurs la différentielle totale de ^ considérée comme fonction de 
t, X, y, . . . sera 

(23) di = Dt* dt -f- Dx 5 dx •+■ DjS dy ■+■ DjS dz -f- . . . . 

Donc, eu égard à 1 équation ( 22 ).,. cette différentielle poarra être 
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réduite à la forme 

( 24 ) ds = Dxs(dx — X dt) + D,s(dy — Y dt) + Dj5(dz — Z dt) +. . . . 

La formule (24) fournit du théorème VIII une seconde démonstra- 
tion qui est moins directe que la première, mais pourtant digne d’at- 
tention, et que nous allons indiquer en peu de mots. 

L’intégration définie des équations (3), qui sont du premier ordre 
par rapport aux variables 

t, X, y, Z, 

consiste à déduire d’un système de valeurs simultanément attribuées 
à ces variables un autre système de valeurs correspondantes de ces 
mêmes variables. Supposons le premier système exprimé à l’aide des 
lettres romaines 

t, X, y, Z, ..., 

et le second à l’aide des lettres italiques 

• !■, X, y, Z, — 

Si l’on donne, non plus le premier système, mais le second, alors 

f, X, y, Z, ... devront être supposées constantes, et t, x, y, z 

devenues variables, devront vérifier non les équations (3), mais les 
équations (4)- Donc, pour effectuer l’intégration définie, on devra ou 
intégrer les équations (3) entre l, x, y, z, . . . , supposées variables, 
(le manière que, pour t = t, on ait 

■* = x, J — y, z = z, 

ou intégrer les équations (4) entre t, x, y, z supposées variables, 

de manière que, pour t = t, on ait 

x — x, y=y, z = z, — 

Dans la dernière hypothèse, t, x, "y, z, ... étant regardées comme 
constantes, on devra aussi considérer comme constante une fonctions 

de t, X, y, z, Donc l’équation (24), à laquelle satisfait la valeur 

de ÿ déduite des formules (ii) fournies par l’intégration définie des 
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équations (3), devra se vérifier, en même temps que les équations (4), 

si l’on y suppose s constante, et par suite 

(25) ds = o. 

Or, effectivement, cette supposition réduit la formule (24) à la sui- 
vante : 

(26) Dx^(dx — Xdt) -f-DjS(dy — Y dt) -h Dzs(dz — Zdt) -f-. . 0, 

qu’entraînent avec elles les équations (4)- H y a plus : on établira 
sans peine la proposition suivante : 

Théorème IX; — Si l’on veut intégrer les équations (4), qiti sont du 
premier ordre entre les variables t, x, y, z, . . ., de manière que, pour une 
valeur donnée t de la imriahle indépendante t, les inconnues x, y, z, ■ . . 
acquièrent elles-mêmes des valeurs données x, y, z, et vérifient en 
conséquence les conditions 

x — x, y =7, z = z, 

U suffira d’assujettir t, x, y, z, . . . , considérées comme variables, à véri- 
fier les formules (i i). 

Démonstration. — Effectivement, si dans les formules (ii) on sup- 
pose t, X, y, z, ... variables et t, x,y, z, ... constantes, on aura 

(27) da: — O, d7=:o, d- — 0, .... 

Mais ici les valeurs de dx, dy, d.s, ... étant celles que déterminent 
les formules (ii), il suffira, pour les obtenir, de remplacer successi- 
vement dans l’équation (24) la lettre s par les lettres x, y, z, 

Donc les équations (27) donneront 

( DxÆ-(dx — Xdt) -l-Dyâj(dy — Ydl) -1- DzÆ;(dz — Z dt) -H. . , = o, 

(28) ) + — Ydt)-hDz7(dz — Zdl)-f-... = o, 

I DxS (dx X dt) -f- DjZ (dy — Y dt) -4- D^-s (dz — Z dt) -t-. . ■ — o, 

' * 

et Ton en conclura 

(29) K(dx-Xdt)=:o, K(dy-Ydt) = o, K(dz — Zdt) = o, 
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K étant la résultante analytique des termes compris dans le Tableau 

IIx*^> • • •» ' 

Dyj, D,y, ..., 

I)x-, Dï-"J • ■ • > 

• • ■ » • • ■ , . . . , .... 

Or cette résultante, qui se réduit à l’unité quand on pose 

i — t , 

conservera par suite, pour une valeur de t voisine de t, une valeur 
tiiiie distincte de zéro. Donc les formules (29) se réduisent aux équa- 
tions (/i), ([lie vérifieront les valeurs de x, y, z, ... tirées des for- 
mules (il). 

théorème IX étant ainsi démontré, il suffira, pour revenir au 
théorème VIII, (rohservcr que, dans l’intégration définie d’équations 
dilférentii'lles du premier ordre, on peut ;i volonté prendre pour 
re[)rés(‘nt(^r ou les valeurs primitives, ou les valeurs finales des 
inconnues, l’un quelconque des deux systèmes de quantités qui se 
déduisent l’un de l’autre à l’aide de ces équations difl'érentielles. 

572 . 

.M.vtiikm.vtioues. ~ Observations de M. Augustin Cauchy sur une Note 
publiée dans le Compte rendu de la dernière séance par M. Catalan. 

G. R., T. XLIIt, p. ( yi-y (29 septembre i856). 

Les conditions que l’auteur de la Note présente sous le titre Nou- 
velles règles de convergence, et qu’il dit lui-même avoir tirées d’un 
théorème énoncé par M. Bertrand dans le Tome VII du Journal de 
M. Liouville, peuvent être réduites à la proposition suivante : 

Tiiéouème I. — Soit le terme général, supposé réel et positif, de la 
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W(j, Wj, Wg» • • • > 

cette série sera convergente si est de l’une des formes 

«(U)‘+*’ « 1« (11 

i étant positif, et A„ s’ approchant indéfiniment, pour des valeurs crois- 
santes de n, d’une limite finie A. 

Ce théorème et le théorème cité de M. Bertrand peuvent être évi- 
demment remplacés par la proposition suivante : 

Théorème II . — Si, N étant l’un des rapports 

.os ■ !(««/,) l(/^l«.^<„) 

^ ^ n \n lin 

N s’approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, d’une cer- 
taine limite h, la série dont le terme général est u^ sera convergente 
quand h sera négatif, divergente quand h sera positif. 

D’ailleurs, dans un Mémoire que renferme le Journal de M. Crelle 
(Tome XLII, année i85i), M. Paucker observe que le théorème II et 
une règle de M. de Morgan, avec laquelle ce théorème s’accorde, sont 
une conséquence très simple d’un théorème général sur la convergence des 
séries que M. Cauchy a donné depuis longtemps dans son Analyse algé- 
brique. 

Effectivement, la limite vers laquelle converge la première des 
expressions (3), pour des valeurs croissantes de n, n’est autre chose 
que le logarithme du module de la série (i). Or, en vertu du théorème 
énoncé à la page iSa de V Analyse algébrique (^'f publiée en 1821 , et 
reproduit à la page 388 du IIP Volume des Exercices d.’ Analyse et de 
Physique mathématique (f), la série {ï) sera convergente si son module 

(*) û£«pre.ç tte Cauc/i/, S. II, T. III, p. 111. 

( 2 ) QEwres rfe Cauc/ir, S. II, T. Xin. A 
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est inférieur à V unité, ou, en (Vautres termes, si le logarithme de ce mo- 
dule est négatif; divergente , si le même module est supérieur à V unité, 
ou, en d’autres termes, si le logarithme de ce module est positif. 

D’autre part, en vertu du théorème énoncé à la page i 35 de V Ana- 
lyse algébrique, si, étant positif et < u^, on prend 

(4) . 2" (-i-„ — 2« (V-,, ’ ..., 

les séries qui auront pour termes généraux les quantités 

( 5 ) <’«, ... 

seront en môme temps convergentes ou divergentes; et, en vertu de 
la première des équations (4), le module de la série dont est le 
t('.rme général sera précisément le produit de la quantité positive \ 'i 
par la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes 
de. n, la seconde des expressions ( 3 ). Donc la série dont u„ est le 
terme général sera convergente quand cette limite, sera négative, 
divergente quand (die sera positive. En continuant ainsi, on recon- 
naîtra immédiatement dans tous les cas l’exactitude de l’assertion 
émise par M. Pau(d<er. 

Au reste, le théorème l est une conséquence immédiate des propo- 
sitions générales, étahlics dans le second Volume des Exercices de 
Mathématiques (page 32 1, année 1827), spécialement du théorème 
énoncé à la page .226 ('), et c’est effectivement de ce dernier théo- 
rème que M. Bertrand a déduit la proposition avec laquelle coïncide 
le théorème 11, en faisant voir que, si l’on pose 

k ~ \ — h — lim (i — N) 

( les valeurs de A, N étant celles qui ont été indiquées), la série dont u„ 
(‘st le terme général sera convergente ou divergente suivant que la 
limite k sera supérieure ou inférieure à l’unité. Ainsi, par exemple, 

I ' ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. Vit, p. 27Ï et 273. 

OEiares de C. — S. I, t. XII. ëo 
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si N est la seconde des expressions ( 3 ), k sera la limite de 



et l’on se trouvera immédiatement ramené au théorème énoncé à la 
page 187 de V Analyse algébrique ('). 


573 . 

.Mécanique analytique. — Remarques faites à propos des observations 
présentées par M. Joseph Bertrand (') sur un Mémoire de M. O.sïno- 

GR.\DSKI. 

C. R., T. XLIII, p. 1066 (S décembre iSâO). 


Comme vient de me le rappeler un de nos confrères, M. de Senar- 
mont, et comme le constatent les notes qu’il a prises en suivant à 
l’Ecole Polytechnique les cours que j’y faisais en 1828, j’avais traité 
moi-méme à cette époque la question relative à la perte de forces vives 

( ^ ) CEuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. i9.5. 

C^) Ohsewatioas de M, Bertrand. — M. Ostrogradski a public en i 85 .| un Méninirt^. 
sur les changements brusques de vitesse dans les systèmes en mouvement. J’ai eu con- 
naissance aujourd’hui seulement de ce nouveau travail, et je crois devoir faire, rtmiarquer 
que le 'savant géomètre de Saint-Pétersbourg s’est rencontré sans le savoir avecM- Sturm 
pour l’une des propositions qui s’y trouvent démontrées. M. Ostrogradski examine en 
effet la diminution de forces vives qu’éprouve un système quelconque lorsqu’on y intro- 
duit brusquement des liaisons nouvelles, et il prouve que cette diminution est égale pré- 
cisément à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues par chaque })oint du 
système. Or ce théorème, analogue au principe bien connu do Carnot, mais plus général 
et surtout beaucoup plus net, a été présenté précisément sous la même forme par 
M. Sturm; on peut consulter à ce sujet un Mémoire sur quelques propositions de Méca- 
nique rationnelle, dont l’extrait a été imprimé dams les Comptes rc/idiis i84i, second 
semestre, page io46. M. Sturm énonce précisément, et sous la môme forme, la proposi- 
tion à laquelle a été récemment conduit M. Ostrogradski. La démonstration n’est pas 
insérée dans les Comptes rendus de i 84 f; mais sans aucun doute elle se trouve dans les 
papiers laissés par M. Sturm, et il serait désirable qu’elle fût publiée avec celle de plu- 
sieurs autres propositions remarquables annoncées au môme endroit. 



EXTRAIT N" 571 . 


395 

(hiii.s Mil systi'me de poiiils matériels dont les vitesses varient brusque- 
mmit. C’est aussi à ce sujet que se rapporte un article qui a pour 
tilri' : X///- un nouveau principe de Mécanique, et qui a été inséré dans 
1 (‘ liullelin d(' berussac de iH2<) ( ' ). A la vérité, les énoncés des théo- 
rèmes donnés par moi-mémo dans les années 1828, 1829, et par 
■M. Sturm (mi i8.dr, dilïèrent quant aux conditions qu’ils supposent 
remplii's, et il en résulte qu’au premier abord ces théorèmes pa- 
raissiMit, ('nliiu'ement distincts. Mais il n’est pas sans intérêt de les 
rapprocher l’un de l’autre, et de voir comment le second peut être 
déduit du premier. C’i'st ce que j’expliquerai dans un prochain ar- 
ticle. 


571 . 

Miu lAMoi'K. Noie sur les varialions brusques de vitesses 
dans un syslè/ne de points matériels. 

H., T. XLIII, [)■. iT); (‘aa déccnibre i85(),). 

Dans un iMcnuoiru (|U(‘ j’ai lu à l’Académie le 9 a juillet 1828, 
et <ju<‘ landVMunc 1 (' Hulletiu des Sciences rnathètnadques publié par 
.M. de Férussac (Tome .\ll, année 1829, page 119), j’ai donné les 
deux théorinnes suivants : 

Tiir.oiiKMK I . — Lorsque dans un sysl.éine de puinls malériels les riiesses 
rurient brusquemenl en rerlu d'actions moléculaires développées par les 
chocs de quelques parties du système, la somme des moments virtuels des 
quantités de mouvement acquises ou perdues pendant le choc est nulle 
toutes les fois que l’on considère un mouvement virtuel dans lequel les 
cilesses de deux molécules qui réagissent l'une sur l’autre sont égales 
entre elles. 


t ‘ ) OEiivres de Carœtijf S. ÏI, T. K. 
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Théorème II. — S'il arrive que, après le choc tout point matériel qui 
a exercé une action moléculaire sur un autre point se réunisse à ce dej- 
nier, le principe que nous venons d énoncer fournira toutes les eq nations 
nécessaires pour déterminer, après le choc, le mouvement de toutes les 
molécules ou de tous les corps dont se compose le système proposé. Dans 
le même cas, i une de ces équations, savoir celle qu’on oTotient en faisant 
coïncider les vitesses virtuelles avec les vitesses effectives après le choc, 
exprimera que la perte de forces vives est la somme des forces vives dues 
aux vitesses perdues. 

Les vitesses virtuelles qui, dans l’énoncé du prcùiier théorèzne, 
sont supposées égales entre elles, sont évidemment les vitesses dont 
il est question à la page ii 8 , c’est-à-dire les vitesses virtuelles des 
molécules projetées sur les directions des forces. C’est aussi ce que 
montrent les applications faites du premier théorème (pages 120 
et 121). 

Les deux théorèmes que je viens de rappeler sont immédiatemeni 
déduits, dans le Mémoire cité, de l’équation générale qu’on ohticnl 
quand on égale entre elles les deux sommes de moments virtuels, 
relatives aux deux systèmes de forces motrices que l’on considèiH' 
en Dynamique, savoir, au système des forces motrices appliquées 
aux divers points, et au système de celles qui seraient capables de 
produire les mouvements: observés, si ces points étaient libres (‘t 
indépendants les uns des autres. J’observe que, à proprement parler, 
les vitesses ne varient jamais brusquement; ce qu’on a quelquefois 
nommé un changement brusque de direction ou d’intensité dans les 
vitesses n’étant autre chose qu’un changement survenu dans l’inter- 
valle de temps compris entre deux époques très rapprochées l’iinc di' 
l’autre. 

Une intégration relative au temps, effectuée entre ces deux époques, 
introduit dans le calcul à la place de la somme des moments virtuels 
des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés, 
la somme des moments virtuels des quantités d e mouvement acquises 
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ou perdues dans 1 instant dont il s’agit, et à la place des moments vir- 
tuels des forces appliquées, une intégrale du genre de celles que j’ai 
nommées intégrales singulières, cette intégrale étant pour l’ordinaire 
sensiblement distincte de zéro, quoique prise entre deux' limites très 
voisines. C’est ainsi que j’ai obtenu, dans le Mémoire cité, l’équa- 
tion (3) qui, dans le cas où l’intégrale singulière est nulle, se réduit 
à l’équation (4), c’est-à-dire à une équation qui exprime que la 
somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises ou 
perdues s’émmmit. D’ailleurs l’intégrale singulière peut être décom- 
posée en plusieurs termes relatifs, les uns à des forces finies, telles 
que les attractions ou impulsions provenant de corps étrangers au 
système que l’on considère; les autres à des forces très considé- 
rables, telles que les forces moléculaires développées par des chocs ; 
et les termes de la seconde espèce sont évidemment les seuls dont 
on doit tenir compte. Or ces termes disparaissent sous là condition 
énoncée dans le premier théorème : donc, sous cette condition, la 
somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises 
ou perdues pendant le clioc s’évanouira, et l’on pourra poser l’équa- 
tion (4) qui entraîne avec elle le théorème II. 

Imrsque le systîune donné de points matériels se réduit à une ma- 
chine dans laquelle les mouvements des pièces sont obligés et soli- 
daires, on est ramené par les considérations précédentes aux résultats 
énoncés par M. Poncelet dans le Bulletin des Sciences de 1829, p. 332, 
(it dans son Cours de Mécanique appliquée aux machines. 

Ajoutons encore une remarque qui n’est pas sans intérêt. On sait 
que, à des liaisons établies entre des points matériels, on peut substi- 
tuer les résistances qu’elles opposent aux mouvements de ces points. 
Donc si, au moment du choc, de nouvelles liaisons sont établies entre 
ces memes points, on pourra en faire abstraction et poser encore 
l’équation (3), pourvu que l’on introduise dans l’intégrale singulière 
qu’elle renferme les résistances dont il s’agit. Alors aussi la réduction 
de cette intégrale à zéro sera toujours la condition nécessaire pour 
que l’on retrouve l’équation (4). C’est donc sous cette condition 
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seulement que pourra subsister le théorème énoncé par M. Sturni 
en i84ï» savoir que la perte des forces vives dans un système de points 
entre lesquels on établit de nouvelles liaisons est la somme des forces vives 
dues aux vitesses perdues ( ‘ ). . 

Dire que deux molécules se réunissent après le choc, c’est dire 
qu’elles sont alors invariablement liées l’une a l’autre. Donc la der- 
nière partie du second théorème présente un des cas dans lesquels se 
vérifie le théorème énoncé parM. Sturm. 


575 . 

Observations sur la Note insérée par M, Caiicuy dans le ("ompte lauidii 
de la dernière séance; par M, Duïiamf.l. 

G. R., T. XLIII, p. i r65 (*29 décembre rS-jlî). 

M. Cauchy a rappelé dans la dernière séance des théorèmes dont il a donné 
la démonstration dans le Bulletin de Férussac, de mais, dans la Note 

C{U il a insérée à ce sujet dans le Compte rendu, il s’est glissé (]iiel(|ues pas- 
sages inexacts que je crois devoir rectifier. 

L énoncé du premier théorème suppose que deux molécules (|ui se soiil 
choquées ont acquis des vitesses égales; et, par les déveloi)penients (jui j)ré- 
cèdent et qui suivent, dans le Mémoire de rauteur, il est clair qu’il (mtend 
expressément que ces vitesses ont la meme valeur et la mèm(‘ direction. 
Cependant, dans le Compte rendu, il dit qu’il faut entendre que ce sont sim- 
plement leurs projections sur la normale commune aux deux surfaces (ui 
contact, qui sont égales. 

Celle interprétation étendrait beaucoup le tiiéorème de M. Caucb.v, el 
m enlèverait une partie de celui que j’ai démontré dans une Noie préseiiU'u' 
à l’Académie, le 29 octobre 1882, et imprimée en iSSo dans )e Journal de 

C École Polytechnique. 

Pour justifier cette interprétation, M. Caueby renvoie à la page ji 8 du 
Bulletin. Je n’ai rien trouvé dans celte page qui ait rapport à e.e point; mais 
à la page 119 je trouve cette phrase ; 

(f) Voir le Tome NUI des Comptes rendus, page 1040. 
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(( Or, dans celle dernière somme, les seules forces qui auront des valeurs 
très considérables, seront les forces moléculaires développées par les chocs, 
cl elles disparaîtront de la somme dont il s’agit, si le mouvement virtuel est 
tellement choisi, que deux molécules qui réagissent Tune sur l’autre offrent 
des vitesses égales et parallèles. Donc, pourvu que cette condition soit rem- 
plie. ... 11 en résulte qu’on peut énoncer généralement la proposition sui- 
vante. » 

Cette proposition est le théorème I du Compte rendu, 

A la page 120 je trouve cette autre phrase : 

Ajoulons que les termes relatifs à cos forces moléculaires disparaîtront 
si le mouvement virtuel est tellement choisi, que deux molécules, qui réa- 
gissent Tune sur l’autre, aient des vitesses virtuelles égales et parallèles. » 

11 est donc évident que M. Cauchy n’entendait alors son théorème comme 
applicable qu’au cas où les points où s’est exercé le choc ont acquis des 
vitesses égales et parallèles. C’est pour cela que, j’avais jugé à propos de 
rei)rendre la même question, en considérant le cas le plus général du choc 
des cor[)s mous, celui oi'i la compression cesse au moment précis où les com- 
posantes normales. des jioints en contact sont devenues égales et de même 
sens. Les composantes langentielles, après le choc, peuvent d’ailleurs être 
très differentes, (q, les cor])s se séparer. 

Ainsi, comme l’a dit avec raison M. Bertrand, j’ai démontré le théorème 
de Carnot dans un cas j)lus général que M. Cauchy; et l’inexactitude de la 
Note (le notre honoralile c,on(Vère ne peut tenir qu’à une inadvertance qu’il 
s’empr(‘ssera sans doute de reconnaître. Quant au théorème énoncé par 
M. Sturm, et qui a amené cette discussion, je me propose de üiire à ce 
sujet une Communication spéciale à rAcadémi(‘. 


Réponse de M, Cauchy. 

Notre lionorablo confrère me trouvera toujours disposé à lui rendre 
justic(', et comprendra sans peine comment nous avons pu n’être pas 
entièrement d’accord sur l’étendue de deux théorèmes énoncés dans 
le Mémoire que j’ai lu à l’Académie le 21 juillet >828. Ayant relu 
i-e Mémoire, sans connaître le sien, j’y ai trouvé quelques expres- 
sions qui, n’étant ])as assez précises, avaient besoin d’être inter- 
prétées ou même corrigées; j’ai reconnu que, à la page it 8, le mot 
projeté devait être complété par un e muet, et appliqué, non à un 
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point, mais à une vitesse; et pour que les applications faites de la 
formule (4) à la page 121 subsistassent sous la seule condition 
énoncée en cet endroit, savoir que les distances entre les molécules 
fussent invariables, il était nécessaire qu a la page 120, comme dans 
le principe général de Dynamique rappelé à la page 118, h la place 
de ces mots, les vitesses, on lût les vitesses projetées. Quoi qu’il en soit 
de ces remarques, je ne fais nulle difficulté de reconnaître que notre 
confrère a pu légitimement attribuer le sens qu’il indique aux deux 
passages qu’il a cités. Mais il reconnaîtra certainement à son tour 
que le théorème énoncé par lui avec précision se déduit, comme 
les deux miens, de la foi’mule (.3) de la page 120 de mon Mémoire, 
et que, pour obtenir la formule (4). à l’aide de laquelle on peut 
les exprimer tous trois, par conséquent aussi, pour obtenir l’équa- 
tion (i3), qui n’est qu’une transformation de l’équation (4), il sulïit 
de se placer dans des conditions telles, que l’intégrale singutièin' 
comprise dans la formule (4) s’évanouisse. Or c’est ce qui aura 
lieu, dans le choc des corps, pour un mouvement virtuel donné, 
si ce mouvement est tel, que la somme des moments virtuels des forces 
moléculaires développées par le choc se réduise à zéro (' ) . 

( ‘ ) Pour la suite de cette polémique, voir, dans le Tome XIJV dos CoiHptrs rendus, 
les articles suivants : 

Observations faites par M, Duha-MEL au sujet dim théorème de Mécauifjue (p. j ) ; 

Réponse de M. AuGUSTl^' Cauchy aux dernières observations de M. Duha.mui. ( p. Soi; 

Réplique de M. Duhamel (p. 81); 

Observations générales sur la question relative au choc, par M. Pün'ciîlht (p. S'a); 

Observations de M. Morin (p. 89); 

Sur quelques propositions de Mécanique ralionnellc, par M- AïKiusTiN Cauchy ( p. loi). 
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576 . 

Théorif. bes nombres. — Recherches nouvelles sur la théorie des nombres. 

C. R., T. XLIV, p. 77 ( 19 janvier 1857). 

Trois Mémoires que j’ai présentés à l’Académie, le a février 182.4, 
puis le 3i mai (') elle 5 juillet i83o, renferment sur la théorie des 
nombres, spécialement sur les communs diviseurs des polynômes à 
coeltlcients entiers, sur les rapports qui existent entre tes équations 
('t les équivalences ou congruences, sur l’usage que l’on peut faire 
des nombres figurés et des nombres de Bernoulli, soit pour résoudre 
(les équations du second degré en nombres entiers, soit pour déter- 
miner le nombre des résidus quadratiques, enfin sur la détermina- 
(ioii des racines primitives des nombres premiers, divers théorèmes 
<pii ont paru dignes d’attention. De ces trois Mémoires, paraphés, le 
pri’inier par M. Fourier, le second par M. Cuvier, le troisième par 
M. Arago, un seul, le second, a été publié dans le Tome XVII des 
Mèmoiras de V Académie. Parmi les propositions que renferme le pre- 
mier Mémoire, l’une détermine un nombre entier que doit toujours 
diviser le plus grand commun diviseur de deux polynômes à coef- 
tieients entiers; et, dans le cas où, le coefficient de la plus haute 
puissance de la variable dans le premier polynôme étant l’unité, le 
second polyniôme est la dérivée du premier, cette proposition assigne 
au nombre entier q'ue doit diviser tout diviseur entier des deux poly- 
nômes une valeur égale, au signe près, au produit des carrés des 
dilférences entre les racines de l’équation que l’on forme en égalant 
le premier polynôme à zéro. De cette proposition, que j’ai reproduite 
dans le premier Volume des Exercices de Mathématiques (-), se tirent, 
comme on peut le voir dans le premier Volume et dans le quatrième, 
un grand nombre de conséquences qui intéressent la théorie des 

(1 ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IIL 

(2) (JE cadres de Cauchy, S. II, T. VI. 

OKuures de C- — S. 1, l. XII. 


h>I 
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nombres. J’ajoute que, de cette même proposition combinée avec le 
théorème de Fermât, suivant lequel tout nombre premier p divise, 
la différence on peut immédiatement déduire le théorème 

général dont voici l’énoncé : 

Théorème. — Soient 
p, q deux nombres premiers; 

0 une racine primiti(^e de l'équation 

(1) Qp~i, 

ou, ce qui retient au même, une racine de 

(2) ~ O, 

et 0 une fonction entière de à coefficients entiers, toujours évidemment 
réductible, en vertu de la formule (2), au degré p — 2. Soit encore n le 
nombre des valeurs distinctes que la fonction 0 peut acquérir, quand on 
remplace la racine primitive G par une autre; nommons 

01 , 02 , ..., 

ces valeurs de %, et posons 

(3) = (x — (x — ê,). . .(.r — 0„); 

enfin soit H le produit des carrés des différences entre les quantités 0 ,, 
00, • . . , 0/2, déterminé par la formule 

(4) H i)“^r(0i ) f'(0,). ; . r(0// ). 

Si q est supérieur à n, premier a H, e/ diviseur ( ' ) du binôme 

( 5 ) 0 ^— 0 , 
r équivalence du degré n 

(^) * f(^)~o (mod.<7) 

aura n racines inégales et distinctes. 


(M Le binôme est une fonction entière de 0 à coefïieienls entiers, et a est 

nommé dimeur de cette fonction, lorsqu’il divise tous les coefficients dans cotte fonction 
réduite au degré p — * 2 . 
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Démonstration. — Si l’on pose 

Q(a?, §) = (æ — 0)(a; — I — 0)...(a; — g-H-i — 0), 
on aura, clans l’hypothèse admise, pour toute valeur entière de x, 

ffl(x, %)-=:qQ, 

Q désignant une fonction entière de 9 à coefficients entiers. Cela 
posé, l’équation identique 

f(x)f(.r — — ;^<p(x, 0|)©(x, 0„) 

donnera 

(7) f(j?) f(x — i). . . f(x — y -hi) — O (mod. 17"). 

Si, dans la formule ( 7 ), on remplace x par x ■+■ kq, k étant un nombre 
premier à q, et si l’on pose, pour abréger, 

f(^ + /«7)^F(x), 

on aura encore 

(8) F(x) F(.r — r) . . . F(x — <7 -t- t ) o (motl.y"). 

Cela posé, l’équivalence 

(9) l'(d:-') ==o (rnod. (7) 

admettra évidemment une ou plusieurs racines, et le nombre des 
racines distinctes de cette équivalence sera le nombre des facteurs 
qui, dans chacun des produits 

(10) l'(^) f(-f + 1). . . f(a: — + i), 

(11) F(x)F(xh-i). . .F(x — r7H-j), 

seront divisibles par q. D’ailleurs q, n’étant pas diviseur de H, ne 
pourra être diviseur commun de f(£t;) et de f'(x). Donc, si f(x) est 
divisible par q-, le polynôme 


F(x) f(x) A'ÿ'f'(Æ') -H. . . 
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sera, comme le produit 

kq 

divisible par g seulement. De plus, si f(a;) est premier à g, on pourra 
eu dire autant de F(.a?). Enfin, si f(a;) est divisible une seule fois 
par g, une seule valeur de k, prise dans la suite 

Ij 2, O, •••> ^ ^ 

rendra la somme 


divisible par et F(a;) divisible par g--, et, pour toute autre valeur 
de k prise dans la même suite, F(a:) sera divisible par g seulement. 

Des remarques semblables s’appliquant à chacun des facteurs du 
produit (il), si l’on prend successivement pour k les divers termes 
de la suite 

I, 2, 3 , ..., q—U 

le nombre des valeurs de k pour lesquelles un des facteurs du pro- 
duit (il) sera divisible par g- ne pourra surpasser le nombre des 
racines distinctes de l’équivalence (9). Soit l ce dernier nombre, 
qui ne pourra surpasser n. On aura nécessairement l = n. Car, si / 
était inférieur à n, alors la condition entraînerait la suivante 

f/ — I > /; et, parmi les valeurs 

I, a, 3 , ..., q~i 

successivement attribuées au nombre k, il y en aurait au moins une 
qui, en rendant divisible une seule fois par g chacun des facteurs du 
produit (1 1) correspondants aux diverses racines de la formule (6), 
rendrait ce même produit divisible l fois seulement par g, tandis que, 
en vertu de la formule (8), il devrait être divisible par g'^ et non pas 
seulement par ÿC 

Corollaire. — Du théorème de Fermât, rappelé à la page 402, il 
résulte que le nombre premier g est effectivement un diviseur du 
binôme 


0Î-0 
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lorsque, n étant diviseur àep — i,q est racine de l’équivalence 
(la) i7'"=3i (mod./j), 

dans laquelle on suppose m = et lorsque d’ailleurs 0 est une 

fonction linéaire des périodes à m ternies formées avec les racines 
primitives de l’équation (i). 


577. 

Mécanique. — Mémoire sur le choc des corps élastiques, 
présenté à l’Académie le 19 février 1827. 

C. R., T. XLIV, p. 80 (19 janvier 1807). 

Ce Mémoire sera publié dans le prochain Compte rendu ( '). 


578. 

Anaia’se MATiiÉsrATiQUE. — Sur les compteurs logarithmiques appliqués 
au dénombrement et à la séparation des racines des équations trans- 
cendantes. 

C. R., T. XLIV, p. 257 (16 février 1857). 

Dans la théorie des équations algébriques à une seule inconnue, 
c’est-à-dire des équations qu’on obtient en égalant à zéro des fonctions 
entières de cette inconnue, l’une des questions qui, les premières, 
ont justement préoccupé les géomètres, a été d’énumérer les racines 
et de les séparer les unes des autres. Quand on considère seulement 
les racines réelles, le problème consiste à déterminer le nombre des 
racines comprises entre deux limites données, et pour qu’on soit 
en état de la résoudre, il suffit que l’on sache déterminer le nombre 


i. • ) CoUc publication n’a pas été faite. 
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des racines inférieures et le nombre des racines supérieui’es à chaque 
limite, par conséquent à une quantité réelle donnée. On peut même, 
en prenant pour inconnue la différence entre une racine et cette 
quantité réelle, réduire le problème à la détermination du nombre 
des racines positives et du nombre des racines négatives d’une équa- 
tion algébrique. Ramenée à ces termes, la question peut se résoudre 
par la seule inspection des signes dont se trouvent affectées, quand 
on les réduit en nombres, certaines fonctions des coefficients. Elle 
n’était pas résolue par la règle de Descartes, qui, se bornant à consi- 
dérer les coefficients eux-mêmes, fournit seulement une limite supé- 
rieure au nombre des racines réelles de chaque espèce, et, quant aux 
autres méthodes proposées pour cet objet dans les siècles précédents, 
Lagrange a observé qu’elles étaient ou insuffisantes, ou imprati- 
cables ('). Mais cette lacune, signalée par Lagrange en 1808, a été 
comblée, et l’on connaît aujourd’hui diverses solutions du problème. 
La première de ces solutions est celle que j’ai donnée dans un Mé- 
moire présenté à l’Institut, dans la séance du 17 mai 1812. Plus tard, 
la question a été reprise par M. Sturm, qui l’a rattachée à la recherche 
du plus grand commun diviseur entre les premiers membres d’une, 
équation algébrique et de l’équation dérivée. Plus tard encore elle a 
été de nouveau traitée, soit par moi-même, soit par d’autres auteurs, 
spécialement par MM. Sylvester, Hermite et Faa de Bruno, et l’on est 
arrivé à cette conclusion remarquable, que le nombre des racines 
réelles peut être fourni par l’application de la règle de Descartes aux 
seules quantités qui, dans l’ équation des différences, servent de coeffi- 
cients aux puissances de l’inconnue dont les degrés sont les nombres 
triangulaires. 

Mais les équations auxquelles on est conduit dans les applications 
de l’Analyse à la Mécanique, à la Physique, à l’Astronomie, ne sont 
pas toujours algébriques; elles peuvent être, elles sont souvent trans- 


( ^ ) F ” oir le Td'aité de la résolution des équations numériques par Lagrange , écliLiou 
de T 808, page 43 . — OEuores de Lagrange, T. VIII, p. 66. 
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idantes, et souvent aussi les racines imaginaires de ces équations 
jébriques ou transcendantes jouent un grand rôle dans la solution 
s problèmes. Il était donc important d’établir des principes géné- 
rx pour le dénombrement et la séparation des racines réelles ou 
aginaires dans les équations algébriques ou transcendantes. C’est 
que j’ai fait dans le Mémoire lithographié du 27 novembre i83i (') 
dans quelques autres, spécialement dans un Mémoire que renferme 
Tome XL des Comptes rendus. Dans ce dernier Mémoire, le dénom- 
ement des racines qui représentent les alBxes de points renfermés 
ns un contour donné a été réduit à la détermination de la quantité 
e je nomme le compteur logarithmique. D’ailleurs cette détermina- 
n peut être aisément effectuée à l’aide des formules que fournit le 
Icul des indices des Jonctions, quand, l’équation proposée étant algé- 
ique, le contour donné est un polygone rectiligne, ou même un 
lygone curviligne dont les côtés sont des arcs de cercle. J’ajoute 
e les mêmes formules peuvent être employées avec succès pour le. 
nombrement et la séparation des racines réelles ou imaginaires 
iquations transcendantes. C’est ce que l’on verra dans le présent 
imoire, où ces formules sont appliquées à deux équations fonda- 
mtales que présente la théorie du mouvement elliptique des pla- 
tes, savoir à l’équation qui détermine l’anomalie excentrique et à 
lie qu’on obtient lorsque, entre cette équation et sa dérivée, on 
mine l’excentricité. 

Analyse. 


I, — FormuLes générales. 

Soient 

y les deux coordonnées rectangulaires d’un point qui se meut 
dans un plan; 

= X -h y'i l’affixe de ce point; 

une aire comprise dans le plan donné, et limitée par un certain 
contour; 


) OEuvres de Cauc/if, S. It, T. XV. 
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Z — f(5) une fonction de s qui ne s’évanouisse en aucun point de ce 
contour, et qui demeure finie et continue, tandis que le point 
dont .s est l’affixe se meut sans sortir de Faire S; 

X, Y les coordonnées rectangulaires du point dont Faffixe est Z, en 
sorte qu’on ait 

z=A'+ n. 

Concevons d’ailleurs que l’on cherche les racines de l’équation 

(1) Znno 

propres à représenter les affixes de points renfermés dans Faire S; 
supposons que toutes ces racines soient du nombre de celles qu’on 
nomme racines simples, ou doubles, ou triples, etc., c’est-à-dire que, la 
lettre c désignant l’une quelconque de ces racines, le rapport de Z à 
la première, ou à la deuxième, ou à la troisième, ... puissance de la 
différence z ~ c conserve, pour z = c, une valeur finie distincte de 
zéro. Si l’on nomme m le nombre total des racines dont il s’agit, 
égales ou inégales, c’est-à-dire la somme de plusieurs nombres en- 
tiers correspondants à ces racines et respectivement égaux à l’unité 
pour une racine simple, à deux pour une racine double, à trois pour 
une racine triple, . • . , on aura 


la valeur de I étant 

I — 27îi, 

et la variation logarithmique qu’indique la lettre A s’étendant au con- 
tour entier de Faire S. 

Ajoutons que, si ce contour est décomposé en éléments divers, la 
variation logarithmique AlZ et le nombre m, exprimé par le compteur 
logarithmique 

AlZ 

HT’ 

se décomposeront à leur tour en éléments correspondants. 
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I) iuUre part, si par Ja notation [?/] on désigne la clef d’une qiian- 
lilé ré(dl(‘ II, c’est-à-dire une autre quantité qui se réduise à l’unité 
<|uaiul II ('st positif, a i q’uand u est négatif, alors, en étendant les 
opérations qu’indiquent les deux lettres A et^ soit au contour entier 
de l’air»' S, soit à une partie seulement de ce contour, on aura 


• 1.) , T-) -h larcliuig-r-. — 7 -p • 

A 4 

Lors(|u(' la variation logarithmique AÏZ s’étend au contour entier 
lie l'aire S, la forimile (3) se réduit à 

iîz=;-3(^). 

par sui((‘ l(‘ nonihra^ /n peut ètr(‘. déterminé à l’aide de l’équation 

Hi, 

riiMÜcM* intégral s’ét(*ndant au contour entier de l’aire S. 

Si !(‘ contour d(^ l’aire S est un rectangle, ou même un polygone 
re(‘!ilign(‘ (jin‘l(*on(|ne, l’indici' intégral se décomposera en plusieurs 
aulr(‘s, qui c()rr(*spf)ndron t aux divers côtés de ce polygone, et les 
<|uan(ilés Z, A\ K pourront être exprimées m Fonction de longueurs 
inesuré(‘S sur (‘(‘s niénn^s côtés. 

Con(a‘vons à présenU (jiks dans le cas où ^ etF(.:3?) sont réels, on 


ilesîgiu» par 


A h\jc>) 


la diirér(‘nc(‘ (Mitre les valeurs de F(a?) correspondantes aux valeurs 
ci de .r, en sorte qu’on ait 


A F(dC):::z:F(^*'')-F(^^). 


OEiivrcs »/<> C'. S. 1, l. XII. 
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Alors, en réduisant l’aire S à celle d’un rectangle compris entre les 
quatre droites représentées par les équations 

X — x’ , X = x", 
y=y', y-f, 

on tirera de la formule (G) 


( 7 ) 


m 



y' 



.V ~ A 


Pour que, dans le cas où 

Z =.{(■■) 


est une fonction réelle de s, la formule (7) fournisse le nombre m 
des racines réelles de l’équation (i), ou, ce qui revient au même, de 
la suivante 


(8) f(x)=:0, 

renfermées entre les limites æ', x", il suffît de poser 

/=r_6, r'r^S, 

^ étant un nombre infiniment petit. Si d’ailleurs les racines dont il 
s’agit sont toutes inégales, le rapport 

A' 

Y 


pourra être remplacé par le rapport 

f(.r) 

yf'ix) 

dont il différera très peu pour des valeurs dey voisines de zéro, et la 
formule (7) donnera 

f( ^) ~ 




Concevons, pour fixer les idées, qu’on veuille déterminer le nombre 
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[al des racines réelles de l’équation (8). On devra poser 

œ'-=r: — GO, ÛO" “ OC, 

ns la formule (9), qui donnera simplement 


.>• 00 



f(ir) est une fonction entière de x. 

Si le contour de l’aire S était composé, non plus de droites, mais 
1res de cercle, alors, dans la détermination des divers éléments du 
mbre m, on pourrait considérer Z, X, F comme fonctions de lou- 
eurs mesurées sur ces arcs de cercle, ou d’angles proportionnels à 
5 longueurs, ou de lignes trigonométriques dans lesquelles entre- 
ient ces mêmes angles. 

Si, pour fixer les idées, on réduisait l’aire S à celle d’un cercle qui 
rait pour rayon r, et pour centre le point dont l’alfixc este, alors, 
posant 

- r- c -h /■/, et 0 “ (ang — ) 

pourrait considérer X, Y, Z comme fonctions de p ou dé 0. Dans 
tte même hypothèse, si Z est une fonction entière de degré n, pour 
terminer le nombre rn des racines de l’équation (i) qui repré- 
ntent les alFixes de points situés dans l’intérieur du cercle, il sullira 
poser 

{\ — QiYZz=. F -H Wi, 

W étant l’éels, puis de recourir, si n est impair, à la formule 

0 00 



si n est pair, à la formule 
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§ II. — Application des formules établies dans le § I. 

Si, dans le mouvement elliptique d’une planète, on désigne par 
les lettres s l’anomalie excentrique et l’excentricité de l’orbite, 
on aura 

d< — E siml' = T, 

T désignant une fonction linéaire du temps. L’anomalie excentrique 
sera donc une racine réelle d’une équation de la forme 

(1) 5 — £sin;3— T”— O, 

£, T étant des quantités réelles dont la première est inférieure à 
l’unité. 

D’autre part, pour que l’équation (i) acquière des l’acines égab's, 
il est nécessaire que l’inconnue vérifie simultanément cette, équa- 
tion et sa dérivée 

(2) I — ECOS- — O, 

par conséquent aussi la formule 

(3) Æ — langi — T’rr O, 

que fournit l’élimination de i entre les équations (1) et (2). 

£ étant positif et inférieur à l’unité, toutes les racines de l’équa- 
tion (2) sont nécessairement imaginaires. Mais il n’en est plus de 
même des équations transcendantes (i) et (3). Celles-ci admettent 
deux sortes de racines, les unes réelles, les autres imaginaires. D’ail- 
leurs, pour séparer ces racines les unes des autres, pour assigiK'r 
même d^es limites entre lesquelles chaque racine est compris(^, il 
suffira, comme on va le voir, de l’ccourir aux formules établies dans 
le§I.. 

Parlons d’abord de l’équation (r). Si l’on y suppose l’affîxe o 
réduite à une quantité réelle x, elle deviendra 


( 4 ) 


^ £ sin.r — T—o; 
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/lis 

pour déterminer le nombre m des racines réelles de l’équation (4) 
upriscs entre deux limites données 


mlfira de recourir à la formule (9) du § I, et de poser, dans cette 
mule, 

f( j;) =r Æ — ■ i sina" --- T, 


i' conséquent 


= t — Z cos.*. 


, en vertu de ces dernières équations, la seconde des fonctions 

•a touiour.s positive, et la première sc réduira simplement à x — T, 
ur toute valeur de x propre à vérifier la condition 

sia.* = O, 

st-à-dire. toutes les fois que l’on jircndra pour x un des termes d(' 
progression 

...— Stï, — aiT, —71., O, TT, 27r, Sti, ..., 


éfinimeut prolongée dans les deux sens. Cela posé, concevons que 
P réduise les limites x', x" à deux termes consécutifs de cette pro- 
ission, et que l’on pose en conséquence 

/.-Tï, .r"— ( /i 4 - I ) TT, 

tant une quantité entière. La formule (9) du § I donnera 
m — -''a' [.j; - T] : [æ"- T] - [x' - r]; 


' conséquent le nombre /« des racines de l’équation (4) comprises 
re les limites dont il s’agit sera égal à i, si T est compris entre 
mêmes limites, à zéro dans le cas contraire. Donc l’équation (4) 
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offrira urie seule racine réelle; et, si l’on nomme k- le plus grand des 
multiples de t: inférieurs à T, cette rapine unique sera comprise entre les 
limites 

kr., (A' + i)T^- 


Parloas maintenant des racines imaginaires de l’équation (i). Ces 
racines seront de la forme 

z = x-py\, 

X, y étant des quantités réelles dont la seconde ne sera pas nulle, et 
ces racines seront conjuguées deux à deux : car, si l’on pose 


- — £ sinx; —7’= .1 -h V\, 


X, Y étant réels, on trouvera 

,Q\ r rr er-]-e-y . 

( 8 ) A = x — 7 — £ sin æ. 


(>y — (S— y 

Y —y — E — -- cos .V ; 


et par suite, si les équations 

.r — O, r-o 

se vérifient pour un système donné de valeurs de x et de r, elles se 
vérifieront encore quand y changera do signe, x demeurant inva- 
riable. Donc la recherche des racines imaginaires de l’équation (ij 
peut être réduite à la recherche de celles dans lesquelles j est positif. 
Cela posé, nommons m le nombre de celles dans lesquelles, y étant 
positif et compris entre deux limites données 


7" 


X est lui-même renfermé entre deux autres limites 


Pour obtenir le nombre m, il suffira de recourir à la formule (7) 
du § I, et d’y substituer les valeurs de X, Y fournies par les équa- 
tions (8). D’ailleurs la seconde de ces équations donnera simplement 


r = 7. 
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pour toute valeur de x propre à vérifier la condition 
(g) cosa;=;o, 

c’est-à-dire toutes les fois que l’on prendra pour a; un des termes de 
la progression 

, ^ 5 TT Z TT TT TT 3 TT 5 TT 


indéfiniment prolongée dans les deux sens; et, dans cette hypothèse, 
on aura, en supposant et y" positifs. 



Donc, si l’on prend pour x', a?"deux termes consécutifs de la progres- 
sion (lo), la formule (7) du § I donnera simplement 


(>>) 


/Jf. - 



Si dans cette dernière formule on attribue à y une vahrur positive 
très petite, on aura sensiblement 

} ' =: J f'( .r ) z~ Y (1 — £ COS .r ) , 


par conséquent r>o, et 


.»• - .» " 



.X ' . - X 


Donc alors, en vertu de la formule (m), il suffira, pour obtenir ?n, de 
poser y ~y" dans l’équation 

.X'.T^.X‘" 

(„) 1 J 

.>• y*' 


D’ailleurs, eu égard aux formules (8), l’équation 


F =:0 
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WG 

donne 

(i3) 


COSii? : 


2 r 


s{ey — e-y)’ 


et, pour qu’une valeur réelle de x puisse vérifier la formule ( i 3 ), 
y étant positif, il est nécessaire que la valeur positive attribuée à r 
soit égale ou supérieure à la racine positive unique S de l’équation 


ni) 


ej _ e-y t 


27 


Ajoutons que si, cette condition étant remplie, on pose 

27 


(i 5 ) 


oi = arc eos 


£(ey — e~y) ' 


deux termes consécutifs de la progression (to) comprendront entre 
eux deux racines de l’équation (i 3 ), ou n’en comprendront aucune. 
Le chernier cas aura lieu si x', x" sont de la forme 

(2/C-+- i)Tr— -î x" ~z {-xk -\- \)r. 1 
2 2 

k étant une quantité entière. Si au contraire x! , .2:;" sont d(' la fornu' 


.1:' — xkr. ■ 


2 k% , 


x„-.v 


l’équation admettra deux racines a?,, x^^ comprises entre les limites x , 
x", et, déterminées par les formules 

ou, ce qui revient au même, par les formules 

a.', =: 2 Â'TT — a, Æ-,, = 2 /ct: 4- a. 

Alors aussi la formule (12) donnera 


(16) 


- ' A " [e 

2 .r = ,r, L 


t-y 4- e-y _æ — T 
2 silia; 
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kil 


ou, ce qui revient au même, 


\A - /^] H- [.4 + B] 
^ 


les valeurs de A, B étant 

(. 8 ) 


^ H- e~y a 
~~ 2 si a oc’ 


B 


2kT.~-T 
siii a 


Or, en vertu de l’équation (t5), on aura 

e-J' I 

' 2 y cos a 

et, comme on a d’ailleurs 


qY g-r 
2 


> 


Q-~y 
2y ’ 


a 

. <; 

S ma 


T 

cos a ’ 


la première des équations (i 8 ) donnera A > o. Donc la formule ( 17 ) 
donnera m “= o si y est assez petit pour que .4 reste inférieur à la 
valeur numérique de B, et m = r si 4 surpasse la valeur numériqiuî 
de B, ce qui arrivera certainement pour une valeur de y sulfisammenl 
Jurande, puisque, y venant à croître indéfiniment, A converge vers la 
limite oc et B vers la limite ~ T. Il sullira mêm(s pour que A sur- 
passe la valeur numérique de B, d’attribuer à j une valeur égab* ou 
supérieure à la racine positive unique de l’équation 




09) 


— e~y 
■}.y 


0 étant la valeur numérique de a/t-rr — 7’. 

En résumé, on peut énoncer la proposition suivante : 

TiiÉoaÈME. [J équation (i) offre, une infinité de racines imaginaires et 
de la forme tv-hyi. Parmi ces racines conjuguées deux à deux, une seule 
au plus de celles qui répondent à des valeurs positives de y offre une partie 
réelle x comprise entre les limites Ut: — kv: ->r -■> k étant une quantité 
entière; et même l’équation n’admet une telle racine que dans le cas où 
la valeur numérique de k est un nombre pair. D’ailleurs, dans cette même 
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racine, le coefficient y de i est supérieur à la racine positive unique ê de 
l’équation (i4). et inférieur à la racine positive unique y de l’équa- 
tion (lo)- 

En appliquant les formules du § I, non plus à l’équation (r), mais 
à l’équation (3), on s’assurera : que cette équation offre une inti- 

nité de racines réelles dont une seule est comprise entre deux termes 
consécutifs de la progression (6); 2 “ qu’elle offre seulement, comme, 
l’a reconnu M. Serret, deu.x racines imaginaiia's conjuguées rune à 
l’autre, et que, dans chacune de ces deux racines, la partie réelle est 
renfermée entre les deux termes de la progression qui comprennenl 
entre eux le nombre T. 


579 . 

Analyse si.vtiiématique. — Sur la résolution des équations algébriques. 

C. U., T. XLIV, p. '268 (16 février iSé; ). 

,1’ai, il y a vingt ans, adressé à l’Académie plusieurs Mémoires sur 
la résolution des équations algébriques. L’un de ces Mémoires, publié 
dans le Tome IV des Comptes rendus ('), renferme divers théorènu's 
qui paraissent dignes de quelque attention, entre autres le suivant : 

ïitÉORÈ.iiE I . — Lorsqu’une équation a toutes ses racines réelles et iné- 
gales, on peut obtenir chacune de ces racines développée en série conver- 
gente. 

D’autre part, en suivant diverses méthodes que j’ai dével()ppé(îs 
dans le IV“ Volume des Exercices de Mathématiques (-), et dont l’une 
a été indiquée par Lagrange, on peut établir encore le théorème dont 
voici l’énoncé : 

Tiiéouème II. — « variables étant assujetties à cette condition que leurs 


( 1) OEuvra.i de Cauchy, S. I, T. IV, p. 6(i. 
i’-) S. II, T. IX. 
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carrés donnent pour somme 1 unité, réquation du degré n gui détermine 
les maxima d’une fonction de ces variables, entière, /lomogéne et du 
second degré, a toutes ses 7 'acincs réelles. 

Enfin, aux deux t'héorèmos qui précèdent, on peut joindre le sui- 
vant : 

TriKonùMF. III. — Une fonclion rationnelle de l’une guelconque des 
racines d' une équation algébrique du degré n peut être généralement 
réduite à une fonction entière de la même racine du degré n — i. 

Cela posé, soit f(.r ) une fonction entière de la variable x i\ coelli- 
cients réels et du degré /r Désignons par 

t(, r, (V, ... 


n autres variables assujetties à la condition 


('t par 


fi~ -\— ~\~ n*" “f" • . . - I , 

y : c, ir, . . .) 


une fonction de n, e, (t-’, . . . entière, iiomogène (d, du second doiti'é, h's 
coelFieients des (oirrés ir, r-, (i'% ... (d des produits itv, un\ '. . . , 
rne, . . . , diins lu fonction y, étant eux-inènies d(^s fonctions entièiu's 
de coelïieients réels, (d. choisis de manière (|ue les,di verses racines 
de l’équation 

(i) 

vérifient encore l’équation produite par l’élimination de//, c, (/’, ... 
entre les formules 

i)„Y — O, ]),.,r -- O, ■ l)„, r - O, .... 

Les maxima et minima de_r, considéré comme fonction de //, e, /r, ..., 
seront déterminés par une équation nouvelle 

(-.y.) J’ — O, 


dans laquelle F sera une, fonction entière de x et de y, du degré // par 
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l’apport à j; et, pour une valeur réelle quelconque de la variable .t, 
l’équation (2), résolue par rapporta j, offrira/? racines réelles 

Xi, ;■?. ••••' y» 

développables en séries convergentes dont les divers tei’ines seront 
des fonctions rationnelles de Quand on prendra pour a? une racine 
réelle de l’équation (i), une racine y de l’équation (2) s’évanouira; 
et, eu égard au théorème III, la somme de la série qui représentera 
le développement de cette racine pourra être, avec les divers termes, 
réduite à une fonction entière de x du degré /? — i. Soit X cette 
fonction entière. Si le développement de j est tel que cette fonction 
entière ne soit pas identiquement nulle, la racine réelle a;, qui véri- 
fiait l’équation (1), devra vérifier encore l’équation 

(3) A'=o, 

dont le degré est n — 1; elle sera même la seule racine commune à cos 
deux équations, s’il n’arrive jamais que pour une valeur réelle di' x 
deux racines de l’équation (2) soient égales entre elles, et alors, pour 
déterminer la racine x, il suffira de chercher la racine commune aux 
équations (i) et ( 3 ). 

Des principes que je viens d’exposer résulte évidemment, pour la 
résolution des équations algébriques, une méthode nouvelle, et qui 
semble devoir être remarquée. Dans les prochaines séances, je déve- 
lopperai cette méthode et j’examinerai comment on doit s’y prendre 
pour que la formule ( 3 ) ne se réduise pas à une équation identique. 
En raison de l’intérêt qui s’attache à cette question, rAcadémie me 
permettra de laisser dormir pour l’instant la discussion relative aux 
forces instantanées. Je la reprendrai plus tard, en m’efïbrcant d’être 
tellement clair, tellement précis, que mes assertions, par leur évi- 
dence, entraînent l’assentiment de tous nos confrères. 
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Analyse matiiiImatïqüe. Sur les fonctions quadratiques et homogènes 

de plusieurs variables, 

C. R., T. XLIV, p. 36 i (23 février 1857). 


§ 1 — Propriétés générales des fonctions quadratiques et homogènes. 

Lorsqu’une fonction homogène de plusieurs variables est en même 
temps quadratique, c’est-à-dire du second degré, elle jouit de pro- 
priétés diverses d’autant plus dignes d’être remarquées qu’on peut en 
déduire une méthode générale pour la résolution des équations algé- 
briques. Ces propriétés constituent les théorèmes que nous allons 
énoncer. 

Théorème 1. — Soit 

U) y — s» • • 0) 

une fonction quadratique et homogène de n variables 

a. S, rj, 0, 

Soient encore 

A, R, 11, O 


les demi-dèrieées de cette fonction relatives à ces mêmes variables. Si Von 
multiplie chacune de ces demi-dérivées par la variable correspondante, la 
somme des produits obtenus sera la fonction elle-même, en sorte qu on 
aura 

( ) y -z^ A a -H B 6 -h ... + H Y] H- 0 (5. 

Démonstration. — Si le théorème est vrai quand on prend pour y 
certaines fonctions quadratiques et homogènes 

U, r, (ï’, . ... 

des variables 

a, 6, . . n, 

il continue évidemment de subsister quand on prendra pour y une 
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fonction linéaire de u, e, n-, D’ailleurs le théorème énoncé est 

évidemment exact, quand la fonction y se réduit au carré a- d’une 
seule variable, ou au double produit aaê de deux variables, attendu 
qu’on a, dans le premier cas 

A —a. 


dans le second cas 



: SC, 


et que, par suite, la formule (2) se réduit, dans le premier cas, à 
l’équation identique 

«-!=: asc, 


dans le second cas, ii l’équation identique 

2 ao = 65c -h aS, 

Donc le théorcme énoncé sera généralement vrai. 

Ce théorème, déjà connu, constitue pour les fonctions quadratiques 
ce qu’on nomme le théorème des fonctions homogènes, La démonstration 
très simple que nous venons d’en donner offre cet avantage^ qu’ell(‘ 
s’applique encore aux deux théorèmes suivants : 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /, 
désignons par 

• • • > V);, 

^t.r 

deux systèmes de zmleiirs successivement attribuées aux t'^ariahlcs 

a, €, .... •/), 0 , 

et par 

■h' If y I^//> • • • > II// > ®// 

les râleurs correspondantes des demi-dérivées 

A, B, H, 0. 

Si Von multiplie les valeurs des variables dans V un des systèmes donnés 
par les valeurs des demi-dérivées correspondantes dans lé autre système y 
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snrtinir des produits oblemis ne changera pas de valeur quand on 
/tnngrra les deu.v systèmes entre eux; en sorte qu’on aura 


V, 




11, -O,,-!- 0,0, 


H,,-/), H- 0,0,. 


Jh ntonsiration. - l.e théorème H est évidemment exact quand la 

union V se réduit à a" ou à aaS, attendu que la formule (3 ) se 
diiil, dans h' |)r('nii('r cas, à l’équation identique 


ans II' s(M', 011(1 (‘as à l’équation identique 

une ce lliéoi‘éni(‘ sera g'éuéi’alcment vrai. 

riiioinbii, 111. - Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /. 

l Dn nniUiplie par le carré de chaque variable la différentielle du rap- 
ort ifti'o/i (dnie/it quand on divise par cette même variable la demi- 
l'riere rorrespondante, la somme des produits formés s’évanouira; en 
trie (ju' on aura 


IhffNo/isirdiion, L(^, iJiéorîiine IJI est évidemment exact quand la 
îMietion r se réduit li a“ ou à 2 aÇ, attendu que la formule (v) se 
filuiU ilans le priunier cas, îi l’équation identique 



oc 


lans 1(‘ semiiul eus à l’équation identique 


TI - = 
6 


loue. (‘(‘ théorème sera généralement vrai. 
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§ IL — Sur l’équation, qui détertnine les maxima et mininia d' une fonction 
réelle quadratique et homogène de plusieurs variables dont les carrés 
donnent pour somme l’unité. 


Soient, comme dans le § I, . 

(i) J- =:F(a, 6, . . -n, 9) 

une fonction quadratique et homogène de n variables 


et 


cc, s, C, 

A, R, H, 0 


les demi-dérivées de cette fonction relatives à ces mêmes variables. 
Si, la fonction étant réelle, c’est-à-dire à coefficients réels, on assu- 
jettit les a, ê, . . . , Y], 0 à la condition 

(2) -1- S* -H. . . -h Y)® 4 - I , 

les maxima et minima de cette fonction y seront déterminés par la 
formule 

■ ^ a 6 ' Y) Ô ’ 

ou, ce qui revient au même, parles équations 

(4) a_^>' — A = O, 6/ — B — O, ..., Y) J- — H -- O, Oy — O — o. 

Ces dernières équations étant linéaires et homogènes par rapport aux 
variables 

a, 6, ..., Yî, ô, 

on pourra en déduire, par l’élimination de ces variables, cl sans qu’il 
soit nécessaire de recourir à la condition ( 2 ), une équation finale 

( 5 ) • F=o, 

dans laquelle Y sera fonction dej seulement. D’ailleurs, pour obtenir 
cette équation finale, il suffira de substituer dans la première des 
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.viualimis (4) des valeurs .le ê ,, 9 propres à vérilier les soi 

\aii(('s; [lar conséquent il suffira de prendre 

r^-ay-A, 

choisis de manière à vérifier les équations 

(-) 6y-B~o, Oy-Q 


: O. 


Or on satisfera aux équations (7) en prenant pour a, ê, v], 6 des 
lonctions entii-res de j déterminées par les formules 


|X) a--|a£21, 6 = |6£>|, 

joiiiii's à ré(|uati(>n 


■fl = |-oP.|, e = \BQ.\, 


lit.) ( 6 J - B ) . . . (-0 r - II) ( é)y - 0), 

et en considérant, dans les seconds membres des formules (8), 
a, 6, Y], 0 comme des clefs anaslrophiques assujetties à la con- 

dition 


* ^ ‘0 \ ocG . . rriO \ = i , 

Il iinport(‘ d’oliscrver qu’en vertu des formules (6) et (8) on aura 
01 ) Frr|(«j-A)p|, 

par (‘onsequent 

(CO F-:l(aj-A)(6j-B)...(Y)y-II)(ô/-0)|, 

a, Ç V], 0 étant d<!s clefs anastrophiques assujetties à la condition 

I oc6. . . 1 ) 0 1 = 1 . 

D’antri' [lart, en vertu de la première des formules (8), on aura 

(.5) a = |(S/-B)...(-/i7-H)(0/-0)|, 

jyonrvu qu’après avoir posé a = o dans la fonction F(a,ê, 0 ), 

et, par suite, dans les demi-dérivées B, . . . , H, 0 , on considère, dans 
le second membre de la formule (i 3 ), 6, ..., y], 0 comme des clefs 
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anastrophiques assujetties a la condition 

I g. . .7)0 1 fi- 
cela posé, la fonction a de j, déterminée par la première des for- 
mules (8), sera évidemment ce que devient Y lorsqu on réduit la 
fonction • • • - Û) ^ î’(o> 

Observons encore que, dans la fonction Y déterminée par 1 équa- 
tion (12), le terme qui renfermera la plus haute puissance de y sera 
évidemment jk". Donc l’équation (5), résolue par rapporta j, oflrira 
n racines. J’ajoute que la fonction Y, déterminée par 1 équation (12), 
jouira de plusieurs propriétés remarquables, desquelles se déduira 
aisément la nature des racines de l’équation (o). C’est ce que je vais 

faire voir. 

Remarquons d’abord que les équations (6) et (7) peuvent être rem- 
placées par la seule formule 

r_B__ 

(i4) / — — "“S y ' 6 

Cela posé, soient 

/,> J// 


deux valeurs dis 
gner les valeurs 
lettres 

«, e, 


tinctes successivement attribuées à j, et, pour dési- 
correspondantes des quantités représentées par les 

. . ., 9, Y)> A, B, ..., H, 0, 1, . 


et déterminées par les équations (6) et (8), plaçons au bas de ces 
lettres un accent simple ou double. La formule (i4) donnera, pour 

y = y,> 


puis en posant, pour abréger, 

s = -H H- . . . -i- H- 6, S,„ 
5 = A, «„-+■ H, 71,-1- 0,0,, 


(16) 

(17) 
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n tirera de la formule (i5) 

8) y,-- 


s^r,a„ 


lais s ne change pas de valeur quand on échange entre eux j,, j,,, et 
n vertu du second théorème du §1, on pourra en dire autant de 5. 
m aura donc encore 


2'//= 




Y„a-r,a„ 


'9) 

t, par suite, 

20 ) y«-y,-^ 

O 

U, ce qui revient au même, 

2 0 -Kr» - /, ) = K, 

u bien encore 


22 ) 


y,r-y, 


ii, clans cette dernière formule, on pose 

y«~y,-y’ 

Ile donnera simplement 
23) 


r 

Dy rr ,ç, 
^ a 


1 valeur de s étant déterminée par l’équation 
24) .S' c3t*4- 6® 4- . . . + H- 

>n peut, au reste, déduire directement l’ocjuation (aS) de la for- 
lule (i4)> de laquelle on tire 

_n n n « _ _n ï* - n ^ 

l-Dy-+Dy--.= J)y-^ 

t, par suite, eu égard au théorème III du § I, 


25 ) 


I)y - + . . . -h n’ -+- 6-. 

a 
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Les formules (21) et (aS) permettent de reconnaître aisément la 
nature des racines de l’équation ( 5 ). On peut conclure de la for- 
mule (21) que toutes ces racines sont réelles. En effet, la fonction 
F(a, , 0 , v]) étant supposée réelle, c’est-à-dire à coefficients 
réels, la fonction de y représentée par F sera pareillement réelle, et, 
si l’équation ( 5 ) admet des racines imaginaires, ces racines seront 
conjuguées deux à deux. D’ailleurs, si l’on nomme 

deux racines conjuguées de l’équation ( 5 ), les valeurs 

v y 

de F correspondantes à ces deux racines s’évanouiront. On aura donc 
et, comme la différence 

sera le double du coefficient de i dans l’une des racines, par consé- 
quent une quantité distincte de zéro, l’équation (21) donnera 

5 = 0 

ou, ce qui revient au même, 

( 26 ) a, a„ + S, 6„ -h... -h -n, v)„ -t- 9, — o. 

D’ailleurs, 

F» A 

étant deux expressions imaginaires conjuguées, on pourra en dire 
autant de 

cCj et Sy et * • *, 0/ et 9^ et 9^* 

Donc chacun des produits 

■■■■> 

sera positif, à moins que ses deux facteurs ne s’évanouissent simulta- 
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nément, et l’équation (26) ne pourra subsistera moins que l’on n’ait 
en même temps 

(«, = 0, ê, — O, ■fl, = o, S, = 0, 

(27) 

( 6,/ = o. •••> •'),/ = O. = 

Donc toutes les racines de l’équation ( 5 ) seront certainement réelles 
si aucune d’elles ne vérifie avec la formule ( 5 ) les n équations 

(28) 0.-0, ê = O, -fi — Q, 0 = 0. 

D’ailleurs cette dernière condition ne pourrait être remplie que pour 
des cas exceptionnels correspondants à des valeurs particulières des 
coefficients que renferme la fonction F(a, ê, . . . , yj, G), et les valeurs 
qu’acquerraient, dans ces cas exceptionnels, les racines de l’équa- 
tion ( 5 ), seraient certainement des limites vers lesquelles converge- 
raient des valeurs très voisines qu’on obtiendrait en altérant très peu 
une ou plusieurs des valeurs particulières attribuées aux divers coef- 
ficients. Ces valeurs voisines étant réelles, leurs limites seraient né- 
cessairement réelles; d’où il résulte que, même dans les cas excep- 
tionnels, l’équation ( 5 ) n’admettra point de racines imaginaires. 
Ainsi la formule (21) entraîne la proposition qui a été rappelée aux 
pages 4f8, 419, et que l’on peut énoncer comme il suit : 

Théorkme 1. — a variables élanl assujetties à cette condition, que La 
somme de leurs carrés soit l’unité, l’équation du degré n qui détermine 
les maxima et les minima d’une fonction quadratique homogène et réelle 
de ces variables, a toutes ses racines réelles. 

Les n racines l'éelles de l’équation ( 5 ) seront généralement iné- 
gales, et ne pourront cesser d’être inégales que dans le cas où une 
même valeur de y vérifiera simultanément cette équation et sa dé- 
rivée 

(29) DyY—O. 

Dans ce cas particulier, les coefficients que renferme la fonction 



430 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

F(a, é, . . . , 7], 6) devront satisfaire à l’équation de condition que pro- 
duira l’élimination de j entre les formules ( 5 ) et (29). Soit 

( 3o ) K —O 

cette équation de condition. On pourrait croire au premier abord 
qu’elle servira uniquement à déterminer un des coefficients ren- 
fermés dans F(a, é, . . . , Y]_, 0 ) quand on connaîtra tous les autres. 
Mais il n’en est pas ainsi. Effectivement, lorsqu’une même valeur 
de y vérifiera les formules (5) et (2g), l’équation (20) donnera 

et entraînera nécessairement avec elle les conditions (28). 11 y a 
plus : ces conditions devront encore être vérifiées lorsque, dans les 
formules (8), on supposera la fonction O déterminée, non plus par 
l’équation (9), mais par l’une de celles qu’on en déduit à l’aide 
d’échanges opérés entre les clefs a, ë, ..., 0 , ■/]. En conséquence, on 
peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Pour qu une racine y de l’ équation (a) soit une racine 
double ou multiple, il est nécessaire que cette racine vérifie chacune des 
équations (28), les vcCleurs de a, 5 , . . . , -q, 0 étant déterminées par les 
formules (8) jointes ou à l’équation (9), ou à l’une de celles qu’on en 
déduit quand on échange entre elles les clefs a., ...,-/], 0 . Par suite, 

pour qu'une racine réelle de l’équation ( 5 ) soit double ou multiple, il est 
nécessaire quelle soit commune à celte équation et à toutes celles qu'on 
en déduit quand on remplace la fonction F(a, g, . . . , yî, 0 ) par une des 
fonctions 

F(o, ê, ..., - 0 , 0), F(a, O, Ô), ..., F(a, 6, ..., O, 0), F(oc, 6, ..., -o, o). 

Observons encore qu’en vertu de la formule (20) la dérivée du 
Y . 

rapport -, prise par rapport à a, sera toujours positive quand elle 
ne sera pas nulle. Donc, pour des valeurs croissantes dey, ce rapport 
croîtra sans cesse, tant qu’il conservera une valeur finie, et, quand il 
changera de signe avec F en passant par zéro, la valeur de a devra 
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être positive si F passe du négatif au positif; elle devra être négative 
si F passe du positif au négatif. Si d’ailleurs on nomme 

Fly •* ’î J'/i—ly yn 

les racines de l’équation (5) rangées par ordre de grandeur, de 
manière qu’elles forment une suite croissante, et si l’on fait croître y 
par degrés insensibles depuis une limite inférieure à y, jusqu’à une 
limite supérieure à F ne changera de signe qu’au moment où F 
acquerra une valeur représentée par run des deux termes de la 
suite (32), et à deux termes consécutifs de cette suite correspon- 
dront deux changements de signe de la fonction J'en sens opposés, 
par conséquent deux valeurs de a, dont l’une sera positive, l’autre' 
négative. Donc, si l’on nomme 

(33) a,, a,, o£„_,, a„ 
les valeurs de a correspondantes aux racines 

/l, /s. •••» yn-u /« 

de l’équation (5), deux termes consécutifs de la suite (33) seront 
toujours deux quantités aflectées de signes contraires. En consé- 
quence, deux termes consécutifs de la suite ( da) comprendront tou- 
jours entre eux rune des n — i racines de l’équation 

(34) 

et réciproquement doux racines consécutives de l’équation (34) com- 
prendront toujours entre elles un terme de la suite, (ia). D’ailleurs, 
comme on l’a remarqué, a, dans l’équation (34), sera ce que de- 
vient F lorsque, dans la fonction F(a, 6, . . . , -q, 0), on pose a — o. On 
peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théockmiî III. — Soit J' = F (a, 6, . . . , ï], 0) une fonction quadratique 
réelle et homogène de n imriables a, 6, . . . , y], Ô dont les carres donnent 
pour somme l’ unité. Soit encore 


(5) 


J=o 
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r équation en y du degré n, qui détermine les maxima et minima de 
cette fonction, et nommons 
(Sa) y-i, •••) yii—iy yn 

les n racines réelles de cette équation. Enfin soient 

(35) y, y", r'""*’ 

les n — I racines de l’équation analogue à laquelle on parvient lorsque, 
dans la fonction F(a, , 7], 0), on réduit à zéro l’une des variables; 

et supposons les racines de chaque équation rangées par ordre de gran- 
deur, de manière à former une suite, croissante. Chacune des racines de 
l’équation (5) sera comprise entre deux termes consécutifs de la suite 

( 36 ) -00, f, y", ..., CO. 

Le troisième théorème, duquel on pourrait déduire le deuxième, 
était déjà énoncé dans le Mémoire sur l’équation à l’aide de laquelle 
on détermine les inégalités séculaires du mouvement des planètes 
(voir le Volume IV des Exercices de Mathématiques, p. 102) (*). Les 
principes ci-dessus exposés, en fournissant, comme on vient de le 
voir, une démonstration très simple de ce théorème, reproduisent 
avec la même facilité les autres propositions énoncées dans ce Mé- 
moire. 


581 . 

Analyse mathématique. — Idote sur les résultantes anas trophiques. 

C. R., T. XLIV, p. 370 (23 février 1857). 

Les résultats obtenus par l’auteur seront développés dans une pro- 
chaine séance. 


(^) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. IX, p. 174. 
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582 . 

Analyse mathématique.' — Théorie nouvelle des résidus. 

C. R., T. XLIV, p. /îo 6 ('A mars 1857). 

§ 1. — Considérations générales, 

!’est clans le premier Volume des Exercices de Maihémaiiques, pu- 
! en 1826 ('), que j’ai, pour la première fois, exposé les principes 
Calcul des résidus, qui, comme je l’ai fait voir et comme l’ont aussi 
ntré divers auteurs, entre autres MM. Blanchet et Tortolini, s’ap- 
{ue avec succès, non seulement à la décomposition des fonctions 
onnelles et à la détermination des intégrales définies, mais encore 
intégration des équations différentielles ou aux dérivées partielles, 

\ la solution d’un grand nombre de problèmes, spécialement de 
X que présente la Physique mathématique. Toutefois la définition 
; j’avais d’abord donnée du résidu partiel ou intégral A' un v. fonction 
■sait quelque chose à désirer. A la vérité, cette définition était ana- 
uc à celle que Lagrange a donnée de Va fonction dérivée; etdcmènK^ 
suivant Lagrange, la c/mcw d’une fonction ydecuest le coefficient 
la première puissance d’un accroissement z attribué à la variable x, 
is le développem'ent de l’accroissement coiTcspondant de j suivant 
puissances ascendantes de s, j’appelais résidu partiel de la fonc- 
11 y, relatif à une valeur pour laquelle cette fonction devenait 
inie, le coefficient de e”' dans le développement de la variation 
y suivant les puissances descendantes de z. 

dais les définitions précédentes de la dérivée d’une fonction et de 
I résidu partiel relatif à une valeur donnée de la variable s’appuient 
‘la considération des développements en séries; et, comme je l’ai 
narqué dans {'Analyse algébrique, il convient d’éviter l’emploi des 
ies dont la convergence n’est pas assurée. On y parvient dans le 


î ) OEavres de Cauchy, S. JL T. VI. 
OKui'ren de C. — S. l, t. XII. 
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Calcul infinitésimal, en substituant à la définition de Lagrange la notion 
claire et précise du rapport, différentiel de deux quantités variables, et 
en désignant sous ce nom la limite vers laquelle converge le rapport 
entre les variations infiniment petites et correspondantes de ces deux 
quantités. 

Il était à désirer qu’on pût aussi appuyer le Calcul des résidus sur 
une notion claire, précise et facile à saisir, qui fût indépendante de la 
considération des séries. Après y avoir mûrement réfléchi, j’ai re- 
connu que les principes établis, d’une part dans mon Mémoire 
de rS'io sur les intégrales prises entre des limites imaginaires , et élans 
le Mémoire lithographié du 27 novembre i83i, d’autre part dans les 
Mémoires que j’ai publiés sur les fonctions monodromes et monogènes, 
permettraient d’atteindre ce but. C’est ce que je vais expliquer en peu 
de mots. 

Supposons qu’un point mobife dont l’affixc est s se meuve dans 
l’intérieur d’une certaine aire S ou sur le contour de cette aire, et 
que, dans le dernier cas, en décrivant ce contour, il tourne autour de 
l’aire S dans le sens indiqué par la rotation d’une alfixc dont l’argu- 
ment croît avec le temps. Soit d’ailleurs Z une fonction de l’alRxe z, 
qui reste monodrome dans toute l’étendue de l’aire, et conserve une 
valeur finie en chaque point du contour. Enfin, le contour étant par- 
tagé en éléments très petits, multiplions la variation que j: subit 
quand on passe de l’origine d’un élément à son extrémité par une 
valeur de Z correspondante à un point de cet élément. La somme des 
produits ainsi formés aura pour limite une certaine intégrale, (S ). Or 
cette intégrale, qui dépendra en général non seulement de la fonc- 
tion Z, mais aussi de la forme attribuée au contour de Faire S, de- 
viendra, du moins entre certaines limites, indépendante de ce con- 
tour, si la fonction Z, supposée déjà monodrome dans toute l’étendiK' 
de Faire S, est de plus monogène en chaque point de cette aire. En 
effet, dans cette hypothèse, l’intégrale (S) ne changera pas de valeur 
si, le contour venant à sè modifier par degrés insensibles et à changer 
de forme, la fonction Z reste non seulement monodrome et monogène. 
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mais encore finie en chacun des points successivement occupés par 
ce contour. Cela posé, nommons points singuliers ceux dont les affixos 
rendent infinie la fonction Z, ou, en d’autres termes, ceux dont les 
affixes sont racines de l’équation 

(O r “ 

Quand la fonction Z sera monodrome et monogène dans toute l’étendue 
de l’aire S, l’intégrale (S) dépendra uniquement de cette fonction Z 
et de la position des points singuliers renfermés dans l’aire S. Il est 
aisé de voir, par exemple, qu’elle sera toujours nulle si l’aire S ne 
renferme aucun point singulier, et qu’elle aura pour valeur la con- 
stante 

I = 27li, 

si, le pôle étant le seul point singulier que renferme l’aire S, l’équa- 
tion 

l 

se réduit à l’équation linéaire 

:: U, 

c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’on a 

Le rapport 

('î) 

qui se réduira dans le premier cas à zéro, dans le second cas à l’unité, 
est ce que nous nommerons, dans tous les cas, le résidu intégral de la 
fonction Z relatif à l’aire S. Si l’on substitue à la fonction Z la dérivée 
do son logarithme népérien prise par rapport à la variable z, l’inté- 
grale (S) ne sera autre chose que la variation logarithmique de Z, et 
le résidu intégral 

(S) 

r 






se réduira au compteur logarithmique 


à l’aide duquel s’exprime la différence entre les deux entiers qui 
énumèrent les racines des deux équations 

( 4 ) 


correspondantes à des points singuliers renfermés dans l’aire S. 

Concevons à présent que le contour de l’aire S s’étende et se dilate, 
de manière à se transformer en un nouveau contour qui enveloppe le 
premier de toutes parts. L’aire S croîtra, et sa variation AS sera une 
nouvelle aire renfermée entre les deux contours. Si d’ailleurs une 
fonction Z, monodrome et monogène dans toute l’étendue de l’aire AS, 
conserve une valeur finie en chaque point de chaque contour, à la 
variation AS de l’aire S correspondra une variation A(S) de l’inté- 
grale (S), et cette dernière variation dépendra uniquement de la 
fonction Z et de la position des points singuliers renfermés dans 
l’aire AS. Alors aussi le rapport 


sera ce que nous nommerons le résida intégral de la fonction Z rclalil' 
à l’aire AS. 

Les définitions précédentes étant admises, si l’on décompose l’aire S 
ou AS en éléments finis ou infiniment petits, mais tels que la fonction Z 
conserve en chaque point de leurs contours une valeur finie, le résidu 
intégral 


sera la somme des résidus partiels correspondants à ces divers élé- 
ments, et, si les éléments sont choisis de manière que chacun d’eux 
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ne renferme jamais plus d’un point singulier, un résidu partiel, quand 
il ne s’évanouira pas, sera un résidu relatif à un seul point singulier, 
par conséquent une quantité qui- dépendra uniquement de la fonc- 
tion Z et de l’affîxe de ce point. Cela posé, on pourra dire que le l’ésidu 
intégral relatif a une aire donnée est la somme des résidus partiels rela- 
tifs aux divers points singuliers que renferme cette aire. 

Comme on le voit, dans cette nouvelle théorie des résidus, la consi- 
dération des développements en séries est entièrement mise à l’écart 
et remplacée par la notion fondamentale de l’intégrale f Z dz étendue 
à tous les points situés sur le contour d’une certaine aire, de cette 
même intégrale sur laquelle j’ai appelé l’attention des géomètres dans 
le Mémoire lithographié du 27 novembre i83i ('). D’ailleurs cette 
notion se trouve maintenant complétée par la condition à laquelle 
j’assujettis la fonction Z, en supposant que cette fonction est tout à la 
fois monodrome et raonogène, et l’on reconnaît ici combien il est 
utile de définir nettement les fonctions de quantités géométriques, 
ou, en d’autres termes, les fonctions de variables imaginaires, en dis- 
tinguant non seulement les fonctions monodrornes des fonctions non 
monodi’omes, mais aussi les fonctions monogènes des fonctions non 
monogènes. 

Lorsque l’on adopte les définitions ci-dessus proposées, et que 
l’aire S se réduit à celle d’un cercle dont le pôle est le centre, le 
résidu Intégral 

I 

se réduit à la moyenne isotropique 
(- 0 ) 

du produit Zz considéré comme fonction de 

Si Taire S est celle d’un cercle qui ait pour centre le point dont 
Taffixe est c et pour rayon r, on devra évidemment, dans Texpres- 


(1) OEiwres de Cauchy , S. II, T. XV. 
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sion (5), substituer à !a variable .s la quantité 

(6) Ç = 

le module de ’( étant le rayon r, et alors le résidu intégral ^ sera la 
moyenne isotropique 

(7) 


du produit Z'Q considéré comme fonction de C- 
Si d’ailleurs on suppose 


c désignant une constante, et f(3) une fonction de - qui demeure 
monodronie, monogène et finie dans toute l’étendue de l’aire S, on 
aura 

irç = f(s) = f(cH-0; 

par conséquent l’expression (7) sera réduite à la moyt’nne isotro- 
pique 

(9) ’ 

et, comme, sans altérer cette moyenne, on pourra faire déci‘oîti’(‘ 
indéfiniment le rayon du'cercle que l’on considère, ou, en d’antres 
termes, le module de elle ne pourra différer de la quantité \‘(c) 
avec laquelle on la fait coïncider en posant ^ o. Donc, en suppo- 
sant la fonction Z déterminée par la formule (8), et le point dont <■ 
est l’affixe intérieur à l’aire S, on aura, si la fonction f(^ ) est mono- 
drome, monogène et finie dans toute rétenduc de l’aire S, 


(S) 

I 


= f(c). 


(10) 
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§ II. — Équations fondamentales. 

Soient, comme dans le § I, 

S et AS une aire plane et l’accroissement de cette aire compris entre 
deux contours, l’un intérieur, l’autre extérieur; 

:: l’affixe d’un point qui se meut dans le plan de Faire S; 

Z une fonction de s qui, toujours monodrome et monogène dans toute 
l’étendue de Faire S, conserve une valeur finie en chaque point de 
l’un et l’autre contour; 

(S) et A(S) l’intégrale j Z dz étendue, suivant les principes posés 
dans le § I, au contour entier de Faire S, et la variation do cette 
intégrale correspondante à la variation AS de cette aire. 

Concevons d’ailleurs que, pour rendre les notations plus précises, 
on nomme 

M, e les alTixes de doux points mobiles assujettis à décrire les deux 
contours qui limitent intérieurement et extérieurement Faire AS; 
U, V ce que devient Z quand on y écrit a ou e à la place de z-, 

La variation A(S) ne sera autre chose que la difl’érence des intégrales 

fVde, fUda, 

étendues à tous les points des deux contours, ou, (ui d’autres termes, 
la différence entre les deux valeurs de l’intégrale 

(S)— fzdz 

correspondantes à 

---e, Z Z- a. 

En conséquence, on pourra dire que u et e sont les deux limites de s 
dans la variation A(,S), ce que nous indiquerons en écrivant ces deux 
limites au-dessous et au-dessus du signe A comme il suit : 

l^S). 
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Cela posé, le rapport 

s r» 

A (S) 

Zrr il 

ï 

sera le résidu intégral de Z relatif à l’aire AS, et si l’on nomme extrac- 
tion l’opération par laquelle on extrait de la fonction Z le résidu inté- 
gral relatif à une aire donnée, si d’ailleurs on indique cette opération 
à l’aide de la lettre caractéristique en écrivant cette lettre devant 
la fonction. Z renfermée entre deux crochets trapézoïdaux et on pla- 
çant au-dessous et au-dessus de la lettre ^ les deux limites de z-, on 
aura 

'a'(S) = = '■ 

(O- 

ou, ce qui revient au même, 


( 2 ) 


fVdp-fUdu 




Si l’aire S est comprise entre deux circonférences de cercle qui 
aient pour centre commun le pôle, l’équation (i) donnera 


( 3 ) . l.[Z] 

Z::=:n 

ou, ce qui revient au même, 

(4) 

Comme on le voit, les équations fondamentales (i) et (3) se 
déduisent immédiatement des définitions claires et précises que 
nous avons adoptées. Ajoutons que pour tirer de ces équations les 
propriétés diverses des fonctions monodromes et monogènes, expli- 
cites ou implicites, leur décomposition en fractions rationnelles, leur 
transformation eri produits composés d’un nombre fini ou infini de 
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Leurs, et leurs développements en séries périodiques ou non pério- 
ues, spécialement les théorèmes de Taylor, de Lagrange et de 
)li, avec les conditions sous lesquelles ces théorèmes subsistent, 
iuffit de s’appuyer sur le principe général énoncé dans le § I, 
oir que le résidu intégral relatif à une aire limitée par un con- 
r unique, ou comprise entre deux contours, équivaut à la somme 
; résidus partiels relatifs aux diverses parties de cette aire décom- 
iée en éléments et à la somme des résidus partiels relatifs aux 
nts singuliers que renferme l’aire dont il s’agit. Ces points sin- 
iers seront de deux espèces distinctes, si la fonction Z se pré- 
ite sous la forme d’un rapport, en sorte qu’on ait 



;), r(js) étant deux fonctions qui demeurent monodromes et mono- 
les dans toute l’étendue de l’aire AS. Alors, en effet, on vérifiera 
quation 

I 

I 'Z~^' 

it en posant 


it en posant 
I 



l'(-) 


O, 


par suite l’affixe d’un point singulier pourra être racine ou de 
quation ( 7 ) ou de l’équation ( 8 ). Alors aussi la somme des résidus 
rtiels relatifs aux racines de l’équation ( 7 ) ou de l’équation ( 8 ) sera 
que nous nommerons le résidu intégral de Z relatif aux racines de 
ne ou l’autre équation, et ce que nous désignerons à l’aide de la 
tation 


r 


ZZ=.ÏL 


oa 


Z—V 



z~n 


î crochets trapézoïdaux étant appliqués ou au dénominateur ou au 
C. — s. I, t. XII. 56 
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numérateur du rapport suivant que les racines considérées véri- 
fieront, ou l’équation ( 7 ), ou l’équation ( 8 ). Lorsque ces deux équa- 
tions n’auront pas de racines communes, on aura évidemment 


( 9 ) 



Pour montrer une application très simple des formules ici 'établies, 
considérons spécialement le cas où, F(s) étant réduit à une fonction 
linéaire de z, on aurait 


(V étant l’afFixe d’un point renfermé dans l’aire AS. Alors le facteur. Z 
étant de la forme 

f(5) 

. 5 

- W 

l’équation (3) donnerait 





z = n z = ii 


par conséquent, eu égard à la formule ( 9 ) et à l’équation (ro) du § I, 




Ç — 


Z — w 


De cette dernière formule on tire 

(12) 


t(„) = ol, îlM + çlll, + r mu 


puis, en échangeant entre elles les deux lettres z et w, 

w — 

(.3) = 

y * — -O ^ — U Z — W’ 

w ~ a 

Ajoutons que, si l’on nomme 
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los affîxes des points singuliers renfermés clans l’aire AS, c’est- 
a-dirc les racines de l’équation 


(jui olfrcnt des modules compris entre les rayons des deux cercles 
liinitateurs, le résidu intégral 

composé de résidus partiels correspondants à ces racines, sera une 
somme de termes de la forme 

(,r., 

le modiih^ de ‘C pouvant être supposé aussi petit que l’on voudra. Cela 
|)osé, l’écjuation ([3) aura la vertu de transformer une fonction mono- 
drome ('t inonogène quelconque f(;:) de la variable en une somme 
d(“ moyennes isotro])iques dans chacune desquelles la fonction sous 
1(‘ sigiu^ y sera proportionnelle à un rapport de l’une des trois formes 



le module de .s étant compris entre les modules de u et de e, et le 
modnbi d(‘ ‘C pouvant être supposé infiniment petit. Or les dérivées de 
ci's trois ra))ports dilTérentiés une ou plusieurs fois par rapport à s, 
étant aussi bien que cc'.s rapports eux-mêmes des fonctions ration- 
nel l(>s, par c.onséquent des fonctions inonodromes et monogènes de s, 
on déduit immédiatement de la formule (i3) la proposition suivante : 

T'iiKoiucMi;. — Aey dérivées des divers ordres de fonctions monodromes 
et rnonoirénes d' lyie variable sont encore des fonctions monodromes et 

O* 

/no/wgc/ies. 

Au reste, les formules (i) et (i3) étant pareilles à .celles que 
nous avons déjà obtenues dans de précédents Mémoires, spéciale- 
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ment aux formules (i 5 ) et (20) du Mémoire sur l’application du 
Calcul des résidus à plusieurs questions importantes d’Analyse (voir 
le Tome XXXII des Comptes rendus, page 207) (*), il est clair que la 
nouvelle théorie, appuyée sur des bases dont la solidité est manifeste, 
reproduira les résultats déjà trouvés par moi-même ou par d’autres 
auteurs, par exemple les théorèmes énoncés à la page 212 et à la 
page 704 du Tome XXXIl déjà cité (-). 


583. 

Analyse mathématique. — Addition au Mémoire sur les fonctions 
quadratiques et homogènes. 

C. R., T. XLIV, p. 416 (2 mars iSâ;). 

On a pu remarquer la facilité avec laquelle, des formules ( 3 ) et ( 4 ) 
du premier paragraphe (page 423), se déduisent, dans le second, les 
théorèmes I, II, III dont le premier est connu depuis longtemps, et 
dont le troisième était déjà énoncé dans le Mémoire sur l’équation qui 
détermine les inégalités séculaires du mouvement des planètes. Ajoutons 
que la dernière partie du second théorème est une conséquence immé- 
diate du troisième. En effet, deux racines de l’équation o, 

qui comprennent entre elles une racine y' de l’équation a = o, ne 
pourront évidemment devenir égales sans coïncider avec y'. 11 y a 
plus : la formule ( 3 i) de laquelle se tire le second théorème, pourrait 
être déduite de la formule (26) par un raisonnement analogue à celui 
qui sert à démontrer le premier théorème (page 368 ), et, pour y par- 
venir, il suffirait de considérer les valeurs des variables a, 6, ..., 
ï], 9 ,' correspondantes au cas exceptionnel où deux racines , y., sont 

(*) Œuvres de Cauchy ^ S. I, T. XI, p. 3oG. 

(2) /éîrf., S. I, T. XI, p. 3n et 384. 
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alo.s, comme les limites de valeurs que ces variables acquièrent 
land lu différence — J, devient infiniment petite. 

•Te. remarquerai encore que la formule (20), avec le second théo- 
uie qui en est une conséquence immédiate, s’était déjà produite', 
montrée il est vrai d’une autre manière, dans le Mémoire de 
Duhamel qui a pour titre : Sur le mouvemenl de la chaleur dans 
! syslêrne qaelconquc de points. 


584 . 

tlArcui. iXTKonAr,. — Mémoire sur l' intégration d’un système 
d’ équations différentielles. 

C. R., T. XIJV, p. 5 «S (iG mars 1857). 

Aujourd’hui absorbé par les préoccupations douloureuses qui le 
ti(uinp.nt pri's du lit d’un frère bien-aimé, très gravement malade, 
iiileur reproduira plus tard les résultats auxquels il est parvenu. 


585 . 

C. R., T. XLIV, p. 59) (23 mars 1857). 

(iAi.cia, iNTùuiiAn. — .M. AuciiSTm Cauchy présente à l’Académie la 
lite d(‘ ses r(!c,hcrchcs sur l’intégration d’un système d’équations 
irér(‘nti(dl('s. 


586 . 

u.ciic INTKCUAC. — Sur r intégration des systèmes d’équations diffé- 
rentielles, et spécialement de ceux qui expriment les mouvements des 
astres. 

G. R., T. XLIV, p. 8 o 5 (20 avril 1857). 

Supposons données n équations différentielles entre n inconnues;», 
:î, e, ne et le temps t. Les valeurs de ces inconnues, tournies 
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par les intégrales générales de ces équations différentielles, seront 
des fonctions de t qui resteront monodromes et monogènes dans le 
voisinage d’une valeur donnée de si, dans ce voisinage, les déri- 
vées des inconnues sont elles-mêmes, en vertu des équations, diffé- 
rentielles, des fonctions monodromes et monogènes de ces inconnues, 
et si, pour la valeur donnée de l, ces dérivées ne s’évanouissent pas. 
Il y a plus : dans le cas dont il s’agit, les valeurs des inconnues 
seront développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances entières et positives de la variation attribuée à t, pourvu 
que le module de cette variation ne dépasse pas une certaine limite 
supérieure. ■ 

Ajoutons que tes valeurs des inconnues, fournies par les intégrales 
générales, ne peuvent généralement vérifier, pour une même valeur 
de t, deux équations de condition qui ne renfermeraient aucune con- 
stante arbitraire. 

De ces principes appliqués au système des équations qui repré- 
sentent les mouvements simultanés de plusieurs astres, on conclut 
que les valeurs des inconnues comprises dans ces équations seront 
généralement développables en séries ordonnées suivant les puis- 
sances entières et positives de t, dans le voisinage de toute valeur 
finie de z à laquelle correspondront des valeurs finies des inconnues, 
à moins que cette valeur ne fasse évanouir Tune des variables qui 
représentent les distances mutuelles des astres donnés. 

Toutefois les développements des inconnues en séries ordonnées 
suivant les puissances entières et positives du temps offrent l’incon- 
vénient très grave d’exiger, dans le cas même où ils sont convergents, 
des calculs très pénibles, vu que la convergence est très lente quand 
le temps a une grande valeur. Pour ce motif, il convient de substi- 
tuer au temps d’autres variables qui permettent d’obtenir à toutes les 
époques, et surtout pour de grandes valeurs de l, des développements 
dont la convergence soit assez rapide pour que les calculs puissent 
s’effectuer sans un immense labeur. On y parvient, dans le mouve- 
ment elliptique, en considérant les inconnues qui déterminent l’or- 
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bite décrite par une planète autour du Soleil, ou par un satellite 
autour de la planète qu’il accompagne, comme fonctions d’une 
variable que nous appellerons la clef de l’orhite, et qui n’est autre 
chose que l’exponentielle trigonométrique dont l’argument est l’ano- 
malie moyenne. Comme on peut aisément le démontrer, les diverses 
inconnues, dans le mouvement elliptique, sont des fonctions mono- 
dromes et monogènes de la variable qui représente la clef de l’orbite, 
dans le voisinage de toute valeurde cette variable qui a pour module 
l’unité. 

Dans le cas où l’on considère, non plus une planète tournant autour 
du Soleil, ou un satellite tournant autour d’une planète, mais plu- 
sieurs planètes circulant autour du Soleil, et un ou plusieurs satellites 
tournant autour de chaque planète, la première approximation donne 
encore pour chaque orbite une ellipse à laquelle correspond une clef 
spéciale. On peut d’ailleurs supposer que, dans chaque équation dif- 
férentielle, la fonction perturbatrice est multipliée par un coefficient 
que nous appellerons le régulateur, et qui passe de la valeur zéro à 
la valeur i quand on passe du mouvement elliptique au mouvement 
troublé. 

Cela dit, supposons toutes les inconnues développées suivant les 
puissances ascendantes du régulateur. Les premiers termes des déve- 
loppements, c’est-à-dire ceux que fournit la première approximation 
et qui répondent aux mouvements elliptiques, seront des fonctions 
monodromes et monogènes des clefs des diverses orbites décrites par 
les diverses planètes autour du Soleil et parles divers satellites autour 
de leurs planètes. Ces premiers termes seront donc développables sui- 
vant les puissances entières positives, nulles ou négatives des diverses 
clefs. Je me suis demandé si les termes suivants n’étaient pas suscep- 
tibles, sous certaines conditions, de développements du même genre; 
et pour éclaircir cette question, j’ai soumis à l’analyse le problème 
qui consiste à déterminer les mouvements simultanés du Soleil, d’une 
planète et d’un satellite de cette planète circulant dans un même 
plan, de telle sorte que les orbites décrites par la planète autour du 
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siste à multiplier chacune des variables que comprend la fonction 
donnée en par une variable auxiliaire 0, que l’on fait passer de la 
limite zéro à la limite i. La fonction ainsi transformée peut être con- 
sideice comme une fonction de ô. Si d ailleurs on désiqne a l’aide de 
la lettre caractéristique Jl et de ses puissances entières Jl-,- . . . 

ce que deviennent, quand la variable 0 s’évanouit, les dérivées de la 
fonction en transformée comme on vient de le dire et différentiée une 
ou plusieurs fois par rapport à 0, on reproduira'la fonction w en la 
multipliant par I exponentielle symbolique en sorte qu’on aura 
identiquement 


(') 




e ‘w = «/i" O) 4- c/jo • 


1.2 1.2.3 


Ajoutons que, dans la formule (i), on ne devra pas remplacer par 
l’unité, attendu que représentera, non la valeur générale de la 
tonction o), mais la valeur particulière qu’elle acquiert quand les 
variables 

.r, . 


s’évanouissent simultanément. 

Les divers termes que comprenait le développement de co en série 
multiple ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables æ, 
y, Z, ....se trouvent réunis par groupes dans le dernier membre de 
la formule (1), où la somme des termes que renferme un seul groupe 
est représentée par une expression de la forme 



l .2.6 .. .Il 


lai variable auxiliaire 0, qui a été transitoirement introduite dans le 
calcul, mais qui a fini par disparaître et que ne renferme plus la for- 
mule (i), a servi à régler la répartition opérée des divers termes de 
la série multiple entre les divers groupes, par conséquent entre les 
divers termes de la série simple; et c’est pour ce motif que nous don- 
nons à cette variable le nom de régulateur. 

Au reste, pour que la formule (i) subsiste, il n’est pas absolument 

07 


CEu^res de C. — S. I, t. XII- 



ioO 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

nécessaire que la fonction des variables x, y, z, représentée 
par CO, soit monodrome, monogène et finie par rapport à chacune 
d’elles, pour tous les modules inférieurs à ceux que l’on assigne à 
la variable, et l’on peut évidemment énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Pour qu'un régulateur 6 permette de développer une 
fonction co en une série simple, il suffît que V introduction de ce régula- 
teur dans la fonction donnée la transforme en une fonction de G qui 
reste monodrome, monogène et finie pour tout module de 0 inférieur à 
l’unilè. 

Il pourra d’ailleurs arriver que le développement fourni par l’intro- 
duction du régulateur reste convergent dans des cas où le développe- 
ment ordonné suivant les puissances ascendantes d’une variable x, 
ou J, ou Z, ... deviendrait divergent. 

La formule (r) continuerait évidemment do subsister sous la condi- 
tion indiquée par le théorème II, si la fonction donnée co renfermait 
avec les variables x, y, z, ... divei’s paramètres a, ë, y, .... et si le 
régulateur 6 était introduit dans la fonction comme multiplicateur, 
non plus des variables x, y, z, ..., mais des paramètres a, ë, y, . . . , 
ou de quelques-uns d’entre eux. Il y a plus : on peut considérer 
comme régulateur toute variable auxiliaire que l’on introduit dans 
une fonction co, en assujettissant cette variable à la seule condition 
que la fonction reprenne, pour 0 = r, la valeur assignée. Le choix à 
faire de ce régulateur mérite une attention spéciale, puisque de C(> 
choix dépendent tout à la fois et l’existence de la formule (i) et la 
convergence plus ou moins rapide de la série qui représente, dans 
cette formule le développement de co. 

L’intervention des régulateurs et de la formule (i) peut être appli- 
quée avec succès à la détermination des fonctions implicites aussi 
bien qu’à celle des fonctions explicites. 

Effectivement, considérons une ou plusieurs inconnues assujetties 
à vérifier ou des équations finies, ou des équations différentielles 
données, ou même des équations aux dérivées partielles. Ces incon- 
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nues seront généralement des fonctions des variables et des para- 
mètres renfermés dans les équations dont il s’agit. Si d’ailleurs on 
ne peut arriver à obtenir les valeurs des inconnues en termes finis, 
on devra chercher à développer ces valeurs en séries convergentes. On 
y parviendra pour l’ordinaire à l’aide de la formule (r), en suivant la 
marche que nous allons indiquer. 

Il arrive très souvent qu’il devient facile d’assigner les valeurs 
qu’acquièrent les inconnues pour des valeurs particulières de para- 
mètres compris dans les équations données ou dans leurs intégrales. 
Alors on pourra prendre pour régulateur une variable auxiliaire G, 
par laquelle on multipliera ces paramètres. Ainsi, par exemple, en 
Astronomie, quand il s’agira de déterminer les coordonnées de l’or- 
bite qu’une planète décrit autour du centre du Soleil, on pourra 
prendre pour régulateur une variable 0 par laquelle on multipliera 
les masses perturbatrices, et même, si l’on veut, les excentricités des 
diverses orbites. Cela posé, les développements que fournira la for- 
mule (i) auront pour premiers termes les valeurs des coordonnées 
dans une première approximation, c’est-à-dire dans le mouvement 
elliptique, ou même dans le mouvement circulaire d’une planète qui 
tournerait seule autour du Soleil. 

Ajoutons que si un même paramètre reparaît à diverses places, soit 
dans les premiers membres des équations données, soit dans les inté- 
grales de ces équations, on pourra le supposer multiplié par le régu- 
lateur, non dans toutes les places dont il s’agit, mais seulement dans 
quelques-unes de ces places. Cette remarque est Importante, comme 
nous le verrons plus tard, et permet de simplifier notablement la 
solution des problèmes que présente l’Astronomie mathématique. 

Remarquons enfin que, dans un grand nombre de cas, il peut être 
utile d’employer successivement ou même simultanément, deux, trois, 
quatre, . . . , régula teurs distincts. 

Si, pour fixer les idées, on emploie, outre le régulateur 0, un autre 
régulateur v], alors, en appliquant les deux régulateurs à la détermi- 
nation de CO, et nommant o ce que devient Jl quand on passe du pro- 
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mier régulateur au second, on obtiendra, au lieu de la foi’mule (i), la 

suivante : 

( 2 ) a = e°'^oi. 


588 . 


Astronomie mathématique. — Méthode nouvelle pour la détermination 

du mouvement des astres. 


C. R., T. XLIV, p. 85i (27 avril i85-). 


Pour calculer les mouvements des astres dont se compose notre 
système planétaire, savoir le mouvement des planètes autour du 
Soleil et des satellites autour des planètes, j’aurai recours à des ap- 
proximations successives. .Te prendrai pour inconnues les distances 
des planètes au Soleil et des satellites d’une planète à cette planète 
même, ou plutôt les coordonnées relatives qui expriment les projec- 
tions algébriques de ces distances sur trois axes fixes rectangulaires. 
Alors, la dérivée du second ordre de chaque inconnue difFérentiée 
deux fois par rapport au temps se composera de deux parties, dont 
l’une se rapportera au mouvement elliptique, l’autre étant la fonction 
perturbatrice. D’ailleurs, je développerai chaque inconnue en une. 
série simple ordonnée suivant les puissances ascendantes d’un régu- 
lateur 0, par lequel je multiplierai toutes les fonctions perturbatrices, 
et que je réduirai définitivement à l’unité. Cela posé, w étant l’une 
quelconque des inconnues, et cfl la lettre caractéristique qui corres- 
pond au régulateur 0, j’aurai 


(I) 


CO — cfl^ 0) -H c/| 0) H 1 T -j- . . . . 

I. a" 1.2.0 


Le premier terme 


CO 


de cette série sera la valeur de o) qui correspond au mouvement ellip- 
tique. 
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n’est pas tout : on peut très aisément déduire le mouvement 
iptique lui-même du mouvement circulaire. En effet, considérons 
e planète dont la distance au Soleil ne puisse ni croître, ni décroîti’e 
léfiniment; cette distance r étant alors nécessairement comprise 
tre deux limites, l’une supérieure, l’autre inférieure, nommons a 
iemi-somme de ces limites, et £ le rapport de leur demi-différence 
eur demi -somme; a sera ce qu’on nomme \iL distance moyenne, 
e qu’on nomme l’excentricite de l’orbite, et la différence entre le 
)port ^ et l’unité, étant numériquement inférieureà £, sera le pi’o- 

it de £ par une quantité numériquement inférieure à l’unité. Cette 
antité sera donc le cosinus d’un certain angle t|^, qu’on nomme 
nomalie excentrique, en sorte qu’on aura 

r =. a(i — i cosd^). 

;st aisé d’en conclure que est lié à t par une équation de la forme 

tj; — £ sinip =; T, 

itant une fonction linéaire de t, qu’on nomme X anomalie moyenne, 
sorte qu’on a 


ésignant une constante qui représente la vitesse angulaire moyenne, 
la posé, pour déterminer les coordonnées de la planète dans le mou- 
nent elliptique, et même pour les exprimer en termes finis, il suffira 
substituer à la variable indépendantes l’exponentielle trigonomé- 
que qui a pour argument l’anomalie moyenne en posant 

d’introduire dans les équations du mouvement un nouveau régula- 
ir Yj considéré comme multiplicateur de l’excentricité £. En dési- 
ant par o la lettre caractéristique relative à ce nouveau régulateur, 
nommant u une inconnue quelconque, on aura 
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et cette dernière formule, appliquée à la détermination des coordon- 
nées, donnera simplement 

(j) V — ê^v -H S’J, 

OU étant alors une quantité constante. 

J’ajouterai que la formule (6) fournit le développement en série 
simple de chacun des termes compris dans le second membre de la 
formule (i), quand on considère le régulateur yj comme multiplica- 
teur, non seulement de l’excentricité e de l’orbite de l’astre dont on 
cherche les coordonnées, mais encore des excentricités des 

autres orbites. Alors, en nommant 

'l'i, <1^2, 4'3. • • • 

ce que devienf quand on passe de la première orbite aux autres, et 
en prenant pour variables indépendantes '.p,, i|/ 2 , . . . , je déduis les 
variations des coordonnées d’équations à coefficients constants, du 
second et du troisième ordre, qui paraissent dignes de rernanjue. 
Dans un prochain article. Je donnerai ces équations et je rechercherai 
si l’on peut toujours développer leurs intégrales en séries de t('rmes 
proportionnels à des produits de la forme 

( 8 ) 

h, k, l, ... étant des quantités entières, et ç, ç,, ... les exponen- 

tielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies excen- 
triques. Si, d’ailleurs, on pose 

s sera la clef de l’orbite de la planète dont la distance moyenne au 
Soleil est représentée par a, et si l’on nomme s.,, . . . les clefs des 
autres orbites, le produit (8) pourra toujours être développé suivant 
les puissances ascendantes et descendantes des clefs 

,Çj[, ,^2? .... 

Enfin, après a\’oir discuté la question relative au développement 
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5 coordonnées des divers astres en séries ordonnées suivant les 
issances ascendantes et descendantes des clefs des diverses orbites, 
rechercherai les conditions de convergence des séries obtenues, 
quelles seront aussi évidemment les conditions de stabilité du sys- 
ne planétaire. 


589 . 

Astronomie matiiématiqüe. — Sur l’emploi des régulateurs 
en Astronomie. 

C. R., T. XLIV, p. 896 (4 mai 1867 ). 

J’ai indiqué dans la séance précédente les avantages que présente 
mploi des régulateurs dans l’Analyse mathématique. J’ajouterai que 
n peut supposer développés suivant les puissances ascendantes d’un 
>‘ulateur donné, non seulement les variables, mais encore les para- 
itres que renferment les équations données. Unies ou différentielles, 
même aux dérivées partielles. Cette dernière remarque permet, 
ns un grand nombre de questions, et particulièrement en Astrono- 
e, de rendre monodromes et monogenes les variations des divers 
1res d’inconnues développées en séries suivant les puissances ascen- 
ntes d’un même régulateur. Ainsi se trouve résolue la question sou- 
ée dans mon dernier Mémoire, relativement à la possibilité de dé- 
opper les coordonnées qui déterminent les orbites des planètes 
irnant autour du Soleil, ou des satellites tournant autour des pla- 
tes, suivant les puissances ascendantes et descendantes des expo- 
ntielles trigononiétriques qui ont pour arguments les anomalies 
centriques ou les anomalies moyennes, et par suite suivant les 
issances ascendantes et descendantes des clefs des orbites. C’est ce 
e j’expliquerai plus au long dans un prochain Mémoire. 



SÉANCE Dü LUNDI 25 MAI 1857. 

PRÉSIDENCE DE M. PONCELET. 


En l’absence de M. Isidore Geoffroy-Saint-Hilaire, appelé à présider 
la députation qui assiste aux funérailles de M. Augustin Cauchy, 
M. Poncelet ouvre la séance à 3''3o‘“. . 

« M. Poncelet annonce la perte douloureuse, inopinée et irrépa- 
rable pour la Science, que vient de faire l’Académie dans la personne 
de l’un des plus illustres géomètres de notre époque, et dont le mer- 
veilleux talent d’analyse s’est tour à tour exercé avec succès sur les 
questions les plus variées des Mathématiques pures et des Mathéma- 
tiques appliquées à la Mécanique, à la Physique et à l’Astronomie. » 
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fT3b] 

)) 

395 

[V9] 

)) 

396 à 398 

[Ü2] 

A 


Tome 

XI des Œuvres. 


399 

[K14c] 

XXVI 

400 

i:V9] 

)) 

401 

[K14c] 

)> 

402, 403 

|C2hl 

)) 

404 à 407 

[T2a] 

)) 

408, 409 

[V9J 

» 

410 

fG2hl 

XXVIJ 

411 

fT2a| 

)) 

412 

[C5J 

)) 

413 

[T2a] 

)> 

414 

[T3bl 

)) 

415 

[T2aJ 

» 

416 

[.V9] 

)) 

417 à 420 

IHlOb] 

» 

421 

fE5] 

)) 

422 

[D3ca] 

)> 

423 à 427 

[HlOb] 

» 

428, 429 

(T3b| 

» 

430 à 432 

fTSb] 

XXVIII 

433 

[V9] 

)) 

434 U 436 

[T3b] 

)) 

437 

{B3c oc] 

XXIX 

438, 439 

[Hic] 

)) 

440 

[V9] 

)) 

441 

[B 12 b] 

)) 

442 

[C2h] 

)) 

443 

[V9J 

)) 

444, 445 

[T2a] 

» 

44-6 

[H5d] 

)) 

447 

[T2a] 

)) 

448 

[T3bJ 

)) 

449 

[H5d] 

» 

450, 451 

[T3b] 

» 

452 à 457 

[T3b] 

XXX 
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Tomes 

des cxlraits. 

du répertoire. 

des C. II. 

458 

[D2ba] 

XXX 

459, 460 

fD2c] 


461 

[V9] 

b 

462 

rT3b] 

» 

463 

[V9] 

)) 

464, 465 

[T3b] 

xxxt 

466 

tV9] 

), 

467 à 477 

|T3b] 


478, 479 

[D3gJ 

XXXII 

480 

|D3a| 

)) 

481 

|D3g| - 

)> 

00 

sV 

00 

|D3c| 


484, 485 

|V9| 

)) 

486 

|T2a| 

)> 

487 

1V9] 

)> 

488 

|D3c| 

)) 

480 

|D2b| 

)> 

490, 491 

[ V9J ' 

A 

492 

|D3a| 

A 

493, 494 

|V9| 

A 

495 

|D3bj 

A 

496 

|D3ca| 

)> 

497 

|D3C7| 

XXXIII 

498 

|Ü3J 

A 

499 à 502 

|D3c| 

XXXIV 

503 

|D3bl 

A 

504 

[Hla| 

A 

505 

|V9J 

A 

506, 507 

[D3cy| 

A 

508 à 511 

|H10b{ 

XXXV 

512 

IR8c| 

A 

513 

[R8c| 

XXXVI 

514 

[3120] 

A 

Tome XII des Œuvres 


515 

[R8c] 

XXXVI 

516, 517 

|B12cJ 

A 

518 

|D2aYl 

A 

519 

[J2eJ 

A 

520, 521 

tClcJ 

XXXVII 

522, 523 

fJ2e] 

)) 

524 

fH8b| 

A 

525 à 530 

[J2e] 

A 

531 

|T2aJ 

A 

532 

[T3b] 

XXX vm 

533, 534 

|T2ap] 

A 

535 

[V9] 

A 
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xlrails. 

(lu répertoire. 
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(les C. lî. 

à 538 

fD3c] 

xxxvin 

564 

fD6al 

XLI 

540 

[Ü2| 

» 

565 

[D3fJ 

XLin 


[D6a] 

» 

566 

[V9] 

), 


fD6el 

XXXIX . 

567 

[D3a| 

n 


[Eic] 

)) 

568 

[Hic] 

)) 


fH12bl 

» 

569, 570 

[C5] 

» 


lD21îal 

XL 

571 

IHlg] 

» 


|H8] 

)) 

572 

fD2aa] 

)) 


fHlcl 

)) 

573 

|V9| 

)) 

549 

[Hlal 

D 

574, 575 

fR9bl 

» 


|Hlg| 

)) 

576 

fI22bl 

XLIV 


[D5al 

)) 

577 

[R9b] 

). 

553 

IHlg] 

)) 

578 

]D3c]i] 

*)> 

555 

1V91 

)) 

579 

IA3| 


à 558 

[D3c[31 

)) 

580 

[A3j] 



[D6a] 

)) 

581 

lAlJ 

•» 

561 

[D3cpi 

» 

5(S2 

|D3a] 

)• 


|D3b| 

XL! 

583 

JAll 

)) 


[I12b| 

)> 

584 à 589 

IHlcl 

^ » 



TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 

CONTENUES 

DANS LES DOUZE VOLUMES DE LA PREMIÈRE SÉRIE. 


ï. — Mémoires extraits des Mémoires présentés par divers savants 
à L'Jcadcmic des Sciences, 

Tomes 

c de la propagation dos ondes à la surface d’un fluide, pesant d’une profon- 
• indéfinie I 

res sur les intégrales définies I 

IL — Mémoires extraits des Mémoires de l'Académie des Sciences, 

isLration du théorème général de Fermât sur les nombres polygones .T II 

re sur rintégration d’une classe particulière d’équations différentielles et 
loire sur l’intégration des équations aux différences partielles, du premier 
•e à un nombre quelconque de variables. Il 

édigée par l’auteur sur le dernier de ces deux Mémoires (-27 janvier i8r8). Il 

. résolution analytique des équations de tous les degrés par le moyen des 
grales définies ‘ Il 

le M. Delambre sur ce Mémoire II 



472 TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 

Tomes 

Mémoire sur la torsion et les vibrations tournantes d’une verge rectangulaire TI 

Mémoire sur la Théorie de la lumière (F" Partie et IF Partie) II 

Mémoire sur la polarisation rectiligne et la double réfraction II 

Mémoire sur la rectification des courbes et la quadrature des surfaces courbes ... II 

Mémoire sur les conditions relatives aux limites des corps et en particulier sur 
celles -qui conduisent aux lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière. . . Il 

Mémoire sur les rayons lumineux simples et sur les rayons évanescents II 

Mémoire sur le Calcul intégral Il 

Notes relatives à ce Mémoire ^ Il 

j\lémoire sur les systèmes d’équations linéaires différentielles, ou aux dérivées par- 
tielles à coefficients périodiques et sur les intégrales élémentaires de ces mômes 
équations II 

Mémoire sur les vibrations d’un double système de molécules et de l’éther con- 
tenu dans un corps cristallisé H 

Mémoire sur les développements des fonctions en séries périodiques Il 

Second Mémoire sur l’application du Calcul des résidus aux questions do Physique 
mathématique 11 

Mémoire sur divers points d’Analysc Il 

Mémoire sur le développement do/(Ç) suivant les puissances ascendantes (1(‘ //, 

^ étant une des racines do l’équation z —x — h. ~ o Il 

Extrait du Mémoire sur l’intégration des équations aux différences partielles II 

Extrait du Mémoire sur quelques séries analogues à la série de Lagrange sur les 
fonctions symétriques et sur la formation directe des équations que produit 
l’élimination des inconnues entre des équations algébriques données Il 

Mémoire sur l’équation qui a pour racines les moments d’inertie principaux d’un 
corps solide et sur les diverses équations du môme genre Il 

Mémoire sur le mouvement d’un système do molécules qui s’attirent ou se 
repoussent à do très petites distances et sur la Théorie de la lumière H 

Démonstration analytique d’une loi découverte par M. Savart et relative aux vibra- 
tions des corps solides ou fluides M 

Mémoire sur la Théorie des nombres III 

Quatorze Notes 111 

Mémoire sur les systèmes isotropes de points matériels Il 
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in. — Notes et articles extraits des Comptes rendus hebdomadaires 
des séances de l'Académie des Sciences (î). 


CLASSE A, 

(Algèbre élémentaire; théorie des équations algébriques et transcendantes; 
groupes de Galois; fractions rationnelles; interpolation.) 

Tomes Pages 


583. Addition au Mémoire sur les fonctions quadratiques et homo- 

XTI. 444 

581 . Note sur les résultantes anastrophiques ' XII 432 

] 150. {Simple énoncé.) {Cf. Aba) VI 365 

579. Sur la résolution des équations algébriques XII 4 j8 

] 14. Note sur un tliéorème relatif aux racines des équations simul- 
tanées IV 8 T 

] 219. Note yjjl 

J 16; 17, 18. Méthode générale pour la détermination des ra- ) / 88 

cinos réelles des équations algébricpios ou môme Irans- > IV ] 98 
coudantes ) ( 

] 107. Sur la résolution numérique des équations algébriques et 

transcendantes (C/. A3b ) V 45'> 

] 108. Mémoire sur divers points d’Analyso (C/. A3b) V 473 

127. Mémoire sur la nature et les i)ropriét6s des racines d’une 

équation qui reiiforme un paramètre variable VI 175 

I 580. Sur Ic.s fonctions fiuadratiqucs et homogènes de plusieurs 

variables (Cf. B 10b) XK 421 

I 103. Sur les fonctions interpolairos V 409 

J 118. Mémoire sur diverses formules d’Analyse (Cf D6bP) VI 63 

[A2aJ Foir l C2gl 298. - |A3b) Voir [A3g] 107, 108; [I12b] 

122, 123. - I A3dJ Voir [DScjBJ, 13. — [ A3g] Voir [B12b ] 

441; |D3cP| 15; |U21383. — | A3gl Voir [B12bJ 4M. — 

[A4a| Voir | J4]. - | A5aJ Voir |AlbJ 150. 


Ces Notes et articles ont été classés d’après des indications de Vlndex du Répertoire bihlio- 
que des Sciences mathèniaiiques. On a reproduit, d’après Vlndex, le titre de chaque classe 
.s les classes les plus chargées, la signification des divisions les plus importantes. Lorsqu’une 
3 rangeait à la fois dans plusieurs divisions, on n'a reproduit son titre qu’à Tune d’elles (eu 
e, à celle qui a paru la plus importante ) ; mais on a fait suivre ce titre d’un renvoi, qui 
de connaître plus complètement la nature du sujet traité. De plus, à la fin de chaque divi- 
( la Table, on a classé les renvois qui y sont relatifs de la manière qui a paru la plus coni- 
loiir permettre de retrouver rapidement dans les autres classes les énoncés correspondants. 
)Euures de C. — S. ï, T. XII. 6o 


klk 


TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 


CLASSE B. 


(Déterminants; substitutions linéaires; élimination; théorie algébrique des formes: 
invariants et covariants; quaternions; équipollences et quantités complexes.) 


[Bla] 

[B3a] 

[B12b] 

[B12c] 

[B12c] 

[B12c] 


Tomes Pages 

121. Note sur la formation des fonctions alternées qui servent à 


résoudre le problème de l’élimination VI 87 

120. {Simple énoncé^ VJ 86 

441. Sur les quantités géométriques, et sur une méthode nou- 
velle pour la résolution des équations algébriques de 

degré quelconque (C/. A3g) XI iSa 

374. Mémoire sur l’application de la nouvelle théorie des imagi- 
naires aux: diverses branches des Sciences mathématiques. X 35 1 

514, 516. Sur les clefs algébriques j 


517. Sur les avantages que présente, dans un grand nombre de 

questions, l’emploi des clefs algébriques (C/. B3a) XII 21 

[B3a] Foir [B12c] 517. — [BlOb] Fw[A3j] 580. — [B12c] 

[I3c] 369. 


CLASSE C. 

(Principes du Calcul différentiel et intégral; applications analytiques; quadratures; intégrales 
multiples; déterminants fonctionnels; formes différentielles; opérateurs différentiels.) 


[Gla] 

[Clc] 

[Gif] 


[Gif] 

[C2] 

[C2g] 

[G2hl 

[G2h] 

[G2h] 


[G2h] 


218. Mémoire sur l’Analyse infinitésimale VIIl ii 

520, 521. Mémoire sur les différentielles et les variations em- ) ( 46 

ployées comme clefs algébriques (C/. H8) \ " ( 54 

237. Mémoire sur la théorie analytique des maxima maximorum 


et des miidma minimorum. Application de cette théorie 

au calcul des limites et à l’Astronomie VIII 128 

363. Mémoire sur les maxima et minirna conditionnels X 2^5 

288. Mémoire sur .la détermination approximative des fonctions 

représentées par des intégrales IX 164 

298. Mémoire sur divers théorèmes d’ Analyse et de Calcul in té- 

gral (C/. A2a) IX aGfi 

153. Notesurquelquesth6orèmesdeCalcalintégral(C/.H101i).. VI 'iy5 

'348. {Simple énoncé.') X iSG 

402, 403, 410. Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions ] [17 

d’une ou de plusieurs variables, et sur les fonctions iso- XI 21 

tropes ) 49 

442. Mémoire sur quelques théorèmes dignes de remarque, con- 
cernant les valeurs moyennes des fonctions de trois va- 
riables indépendantes (C/. R5 b) XI t6o 
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lC2j] 

112. Sur les intégrales multiples 

Tomes 

VI 

rages 

5 

[C2i] 

130. Mémoire sur l’emploi de la transformation des coordonnées 
pour la détermination et la réduction des intégrales défi- 
nies multiples 

VI 

217 

[C2j] 

131 . Mémoire sur les diverses transformations remarquables de 
la fonction principale qui vérifie une équation caractéris- 
tique homogène aux différences partielles {Cf. H 10b) 

VI 

220 

[C2k] 

128. Sur la détermination et la transformation d’un grand nombre 
d’intégrales définies nouvelles 

VI 

187 

[C2k] 

13o. Note sur la transformation des sommes d’intégrales. ....... 

VI 

260 

[C21] 

331. Sur les intégrales qui s’étendent à tous les points d’une 
courbe fermée 

X 

70 

[C21] 

340. Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction sous 
le signe J change brusquement de valeur 

X 

i33 

[C5] 

412. Théorèmes divers sur les fonctions différentielles et sur les 
valeurs moyennes des fonctions 

XI 

58 

[C5] 

569. Sur les produits symboliques et les fonctions symboliques. . 

XII 

344 

[C5] 

570 . Sur la transformation des fonctions symboliques en moyennes 
isotropiques 

XII 

365 


[C2k] Foir [V9] 138. - [C21] Voir [D3ca] 342. — [Cg3] 
Voir [V9] 493. 




CLASSE D. 

(Théorie générale des fonctions et son application aux fonctions algébriques et circulaires; séries et 
développements infinis, comprenant en particulier les produits infinis et les fractions continues 
considérées au point de vue algébrique; nombres de Bernoulli; fonctions sphe'riques et analogues.) 


1, 2. — Fonctions de variables réelles. Séries et développements infinis. 


[Dlb] 

[Dlb] 

[Dlb] 

[D2] 

[D2aa] 

[D2aa] 

[D2aa] 


262. Sur un nouveau genre de développement des fonctions, 
qui permettra d’abréger notablement les calculs astro- 
nomiques 

264. Mémoire sur plusieurs nouvelles formules qui sont relatives 

. au développement des fonctions en séries 

266. Mémoire sur une extension remarquable que l’on peut 
donner aux nouvelles formules établies dans les séances 

précédentes 

277. Mémoire sur l’emploi des variables complémentaires dans 

le développement des fonctions en séries 

238. Mémoire sur les modules des séries 

268. Sur les séries multiples et sur les séries modulaires 

572. Observations de M. Augustin Cauchy sur une Note publiée 
dans le Compte rendu de la dernière séance par M. Cæ- 
talan(Cf.V9)....,... 


VIII 

3i5 

VIII 

336 

VIII 

359 

IX 

5 

VIII 

i33 

VIII 

375 

XII 

391 
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Tomes Pages 

[D2aY] 518. Note sur les séries convergentes dont les divers termes 


sont des fonctions continues d’une variable réelle ou 

imaginaire, entre des limites données XIl 3o 

[D2ao] 278* Mémoire sur des formules rigoureuses et dignes de remarque, 

auxquelles on se trouve conduit par la considération de 

séries multiples et divergentes IX ig 

[D2b] 271. Mémoire sur les fonctions qui se reproduisent par substitu- 
tion ( <7/. F) VQI 389 

[D21)] 489. Mémoire sur la sommation des termes de rang très élevé 

dans une série simple ou multiple XI 354 

[D2ba] 149. Note sur le développement des fonctions en séries VI 359 

[D2ba] 256. Mémoire sur divers théorèmes relatifs à la convergence des 

séries VIII *264 

[D2ba] 258. Note sur diverses propriétés remarquables du développe- 

ment d’une fonction en série ordonnée suivant les puis- 
sances entières d’une môme variable.. VIII *287 

[D2ba] 458. {Simple énoncé.) XI ‘227 

[D2ba] 545. Sur un théorème général qui fournit immédiatement, dans 

un grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une 
série simple ou multiple demeure convergente (C/. H 1 a). . XII 191 

fD2c] 261. Note sur les propriétés de certaines factorielles et sur la 

décomposition des fonctions en facteurs VIII 3i i 

[D2c] 272. Mémoire sur les progressions des divers ordres (C/i F) — VIll 398 

[D2c] 459. Rapport sur un Mémoirq relatif au développement de l’expo- 
nentielle en produit continu; par M. Fedor Thoman,. . XI 227 

[D2c] 460. Mémoire sur la décomposition des fonctions en facteurs. ... XI 229 

[Dlb] Voir [U4] 265. — [D2ba] Voir [D3ba] 216. - [D2c] 
foir [F]. 


3, 4, 5. — Théorie des fonctions au point de vue de Cauchy, 
de Weier strass, de Riemann. 


[D3a] 267. Mémoire sur quelques propositions fondamentales du calcul 

des résidus et sur la théorie des intégrales singulières. Vlll 366 

[ D3a] 269. Mémoire sur les fonctions complémentaires ( (7/ 113 b) VIII 878 

[D3a] 332. Mémoiresur les fonctions de variables imaginaires (C/. D 5a). X 76 

[D3a] 480. Sur les fonctions de variables imaginaires XI Soi 

[D3a] 492. Sur les fonctions monotypiques et monogènes XI 876 

[D3a] 567. Sur la théorie des fonctions ((7/. H la) XII 333 

[D3a] 582. Théorie nouvelle des résidus. XII 433 

[B 3b] 495. M. Augustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire 

dans lequel il établit les conditions sous lesquelles sub- 
sistent les principales formules du Calcul des résidus, et 
démontre en particulier une proposition nouvelle XI 384 
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Tomes Pages 


LD3b] 

503. Sur le changement de variable indépendante dans les 
moyennes isotropiqiies 

XI 

4o3 

[D3b] 

562. Considérations nouvelles sur les résidus 

XII 

3o() 

[D3ba] 

9. Extrait d’une Lettre à M. Coriolis {Cf. DSfy) 

IV 

38 

[D3ba] 

58. Mémoire sur l’intégration des équations différentielles des 
mouvements planétaires (Cf. Ü3) 

IV 

483 

[D3ba] 

8 i. Considérations nouvelles sur la théorie des suites et sur les 
lois de leur convergence (Cf. D3d, D3 cy) 

V 

i8o 

[D3ba] 

147. Sur le développement du reste qui complète la série de 
Tajlor en une série nouvelle 

VI 

347 

[D3ba] 

216. Note sur le développement des fonctions on séries ordon- 
nées suivant les puissances entières positives et néga- 
tives des variables (Cf. D 2 b 3 c] 

VIH 

5 

[D3ba] 

234. Note sur le développement des fonctions en séries conver- 
gentes ordonnées suivant les puissances entières des 
variables 

VIII 

ïï/ 

[D3ba] 

243. Mémoire sur les fonctions continues 

VIIÏ 

I45 

[D3ba] 

245. Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions 

VIII 

162 

[D3ba] 

274. Notes sur diverses conséquences du théorème relatif aux 
valeurs moyennes des fonctions 

VIII 

4 4 

[D3ba] 

279. Mémoire sur diverses propriétés remarquables et très géné- 
rales des fonctions continues 

IX 

32 

[D3c] 

125. Mémoire sur des formules générales qui se déduisent du 
Calcul des résidus et qui paraissent devoir concourir 
notablement au progrès de l’Analyse infinitésimale 

VI 

i49 

[D3c] 

499. M. A Lio'ustin Cauchy présente à l’Acadéniio un Mémoire sur 
le développement des fonctions en séries limitées 

XI 

386 

[D3c] 

482. Mémoire sur l’application du Calcul des résidus à plusieurs 
questions importantes d’Analyse 

XI 

3oG 

[D3c] 

483, 488. Mémoire sur l’application du Calcul des résidus à la ' 

1 1 

1 3i4 

1 35c) 

décomposition dos fonctions transcendantes en facteurs 
simples (Cf. D4b, F3d) , 

r'i 

|D3c] 

500, 501. Mémoire sur le développement des quantités en séries j 

ïxi ! 

l 387 

[D3c] 

limitées * 

502. Sur les restes qui complètent les séries limitées 

1 1 

XI 

I 395 
^99 

[D3cJ 

536. Sur la transformation des fonctions implicites en moyennes 
isotropiques, et sur leurs développements en séries trigo- 
nomé triques 

XIl 

148 

[D3c] 

537. Formules générales pour la transformation des fonctions 
implicites en fonctions explicites (Cf. U2) 

XII 

162 

[D3c] 

538. (Simple énoncé.) 

XII 

160 



478 TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 

Tomos Pages 

[D3ca] 253. Mémoire sur la substitution des fonctions non périodiques 

aux fonctions périodiques dans les intégrales définies VIII 226 

[D3ca] 281, 283, 284. Mémoire sur les approximations des fonctions de | , l 
très grands nombres (C/. Ü4, D3d) j "" | 

[D3ca] 282. Note sur les modules principaux des fonctions (6’/.ü4,D 3 d). . IX 75 

[D3ca] 342. Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction sous 

le signe j change brusquement de valeur (C/. C21). , . . . X i35 

[D3ca] 422. Notes * XI 82 

[D3ca] 437. Recherches nouvelles sur les, séries et sur les approxima- 
tions des fonctions de très grands nombres XI i34 

[D3ca] 496. {Simple énoncé.) XI 385 

[D3cp] 10. Sur la résolution des équations. (Extrait d’une Lettre 

adressée à M. Libri.) IV 42 

[D3cp] 11. Extrait d'une Lettre sur un Mémoire publié à Turin, le 
16 juin i833, et relatif aux racines des équations simul- 
tanées IV 45 

[D3c?] 12. Première Lettre sur la détermination complète de tontes les 

racines des équations de degré quelconque ( Cf. D3fY)... IV 4,8 

|D3cp] 13. Deuxième Lettre sur la résolution des équations de degré 

quelconque ( C/. A3 d) IV 6[ 

[D3cp] 15. Note sur la résolution des équations de degré quelconque 

(C/. A3g) IV 8.i 

[D3cp] 67. Mémoire sur la convergence des séries. Application du 
théorème fondamental aux développements dos fonctions 
implicites • IV 5(8 

( 269 
267 
270 

[D3cp] 560. Sur les compteurs logarithmiques XII 285 

[D3c|3] 561. Sur le dénombrement des racines qui, dans une équation 

algébrique ou transcendante, satisfont à des conditions 
données XII 293 

[D3cp] 578. Sur les compteurs logarithmiques appliqués au dénombre- 

ment et à la séparation des racines des équations trans- 
cendantes XII 4o5 

[D3cy] 37 Note de M. Cauchy, Rapporteur : Sur les caractères à l’aide 

desquels on peut distinguer, entre les diverses racines 
rl’nne équation algébrique ou transcendante, celle qui se 
développe en série convergente par le théorème de La- 

. grange ■ X ïi4 

[D3cy] 497. {Simple énoncé.) XI 385 
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Tomes Pages 

[ D 3 c y] 506 . Notes jointes au Rapport sur les recherches de M. Félix Chio 

et rédigées par le rapporteur : 

Première Note. — Sur la série de Lagrange et sur la 
règle do convergence que Lagrange a énoncée dans 

les Mémoires de Berlin de 1768 XI 421 

Deuxième Note. — Sur le module principal du rap- 
port ^ ^ ^ 3 k étant une constante positive et 
f(3) une somme de termes proportionnels à diverses 


puissances de 3 XI 429 

[DScy] 507. 7'/’owzè/?2e iVbïe de M. Cauchy (sur les équations trinômes), 

annexée au Rapport sur de nouvelles recherches rela- 
tives à la série de Lagrange et présentées à l’Académie 
par M. Félix Chio, de Turin XI 433 

[D3d] 270. Sur la convergence des séries multiples VIII 386 

[D3d] 275. Mémoire sur la convergence de la série partielle qui a pour 

termes les divers coefficients d’une même puissance d’une 
seule variable, dans une série multiple VIII 422 

fD3d] 276. Mémoire sur diverses conséquences remarquables des prin- 
cipes établis dans les séances précédentes {Cf. Ü4) VIII 435 

[D3d] 280. Mémoire sur les séries syntagmatiques et sur colles qu’on 

obtient quand on développe les fonctions d’une seule va- 
riable suivant les puissances entières de son argument 
(C/. D2ao) IX 64 

[D3fJ 565. Sur les fonctions monodromes et monogônes XII 323 

[D3g] 345- Considérations nouvelles sur les intégrales définies qui 

s’étendent à tous les points d’une courbe fermée, et sur 
celles qui sont prises entre des limites imaginaires X ï53 

[T)3g] 478. Mémoire sur les fonctions irrationnelles XI 292 

[D3gl 479. {Simple énoncé.) XI 3oo 

[D3g] 481. Addition au Mémoire sur les fonctions irrationnelles et sur 

leurs intégrales définies XI 3o4 

I D5a] 551 . Sur la distinction et la représentation des fonctions continues 

et discontinues XII 220 

[D3ba] Foin [V9] 233. — [D3c] Voir [Ü2] 389. — 

' [DScy] Voir [D3ba] 84; [V9| 336, 505. - [D3d] 

Voir [D3ba] 84; [D3ca] 281, 283, 284. — [D3e] 

Voir [V9] 535. - [DSfyl Voir [D3ba] 9; [D3cp] 12. 

— [D3g] Foir [V9] 484. 


6. — Fonctions algébriques, circulaires et diverses. 

[D6a] 541. Sur la résolution des équations et sur le développement de 

leurs racines en séries convergentes XII 167 
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Tomes Pages 


[D6a] 

[D6al 

[D6bp] 

[D6e] 


[El] 


[El] 

[ElaJ 

[Elcl 

[EU] 

[E5] 


.[FlcJ 

[Fie] 

[Fie] 


SS9. Sur la transformation des fonctions implicites en fonctions 
monodromes et monogènes, et sur les développements de 


ces fonctions en séries convergentes XII a8i 

564. Note sur un théorème de M. Puiseux XII 3ia 

119, Sur le développement d’une fonction entière du sinus et du 
cosinus d’un arc en série ordonnée suivant les sinus et 
les cosinus des multiples de cet arc. VI 78 

542. Sur une formule de M. An^er et sur d’autres formules ana- 
logues XTI 17 1 

[D6] Voir [Ü4] 254. — [D6bp] Voir [A5b], 118. 


CLASSE E, 

(Intégrales définies, et en pai'ticulier intégrales eulériennes.) 

203. Mémoire sur la théorie des intégrales définies singulières 
appliquée généralement à la détermination des intégrales 
définies, et en particulier à l’évaluation des intégrales 


eulériennes VII 271 

255. Note sur les intégrales eulériennes VIII 258 

221 , Recherches sur les intégrales eulériennes VIII 25 

543. Sur l’induction en Analyse et sur l’emploi des formules sym- 
boliques XII 177 

'220 . Sur un emploi légitime des séries divergentes ( L/. D 2 a O • • VIII 1 8 

421. Notes XI 81 

[Elc] Voir [H12b], 544. 


CLASSE F. 

(Fonctions elliptiques avec leurs applications.) 


225. Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées 

entre elles par une équation linéaire, et sur diverses trans- 
formations de produits composés d’un nombre indéfini de 
facteurs (C/. D 2c] VIII 42 

226. Second Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont 

liées entre elles par une équation linéaire {Cf. D2c) .... VIII 5o 

227. Mémoire sur l’application du calcul des résidus au dévelop- 

pement des produits composés d’un nombre infini de fac- 
teurs ( C/. D 2 c ) VIII 55 
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Tomos l'ases 

[ Fl c j 228. Mémoire sur une certaine classe de fonctions transcendantes 
liées entre elles par un système de formules qui four- 
nissent, comme cas particulier, les développements dos 


fonctions elliptiques en séries (C/. D2c, F3) Vllï 65 

[F3| 229. Mémoire sur les factorielles géométriques ( C/. D2 c) VIH 76 

[F3J 230. Mémoire sur les rapports entre les factorielles réciproques 

dont les bases varient proportionnellement, et sur la trans- 
formation des logarithmes de ces rapports en intégrales 
définies (C/. D2c) VIH 87 

[F31 231. Sur la rédaction des rapports de factorielles réciproques 

aux fonctions elliptiques ( C/. D 2c) VIII 97 

[ F3J 232. Mémoire sur les fractions rationnelles que Ton peut extraire 

d’une fonction transcendante, et spécialement du rapport 
entre deux produits de factorielles réciproques ( Cf. D 2 c). . VIII 1 1 o 

[F3 j 236. Mémoire sur les formules qui servent à décomposer en frac- 
tions rationnelles le rapport entre deux produits de facto- 
rielles réciproques VIII 

[FJ Foir [V9] 490, 491, [F3) Foir [Fie] 228. 


CLASSE G. 

(Fonctions hyperellipticpies, abélicnnes, fuclisicnnes.) 

[GleJ 126. Sur la détermination et la réduction des intégrales dont les 
dérivées renferment une ou plusieurs fonctions impli- 


cites d’une môme variable VI 

[GleJ 333. Mémoire sur l’application du Calcul des résidus à la re- 
cherche des propriétés générales des intégrales dont les 
dérivées renferment des racines d’équations algébriques. X cSo 

[Gle| 334. Mémoire sur le changement de variables dans les transcen- 
dantes représentées par des intégrales définies, et sur 
l’intégralion de certains systèmes d’équations différen- 
tielles a; 9'^ 


[Gle] 333, 339. Mémoire sur la détermination complète dos variables ) J 107 
propres à vérifier un système d’équations différentielles.. ( " ( v>./\ 

[Gle] [V9] 124. 
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CLASSE H. 

(Équations différentielles et aux différences partielles; équations fonctionnelles; 
équations aux différences finies; suites récurrentes.) 

1 , 2, 3, 4, S . — Équations différentielles ordinaires. 

Tomes Page. s 


[H] 1. {Simple énoncé.) IV 5 

[Hla] 167. Mémoire sur un théorème fondamental, dans le Calcul inté- 
gral VI 46 1 

[Hla] 169. Mémoire sur l’emploi du nouveau calcul, appelé calcul des 

limites, dans l’intégration d’un système d’équations diffé- 
rentielles VII 5 

[Hla] 174. Note sur divers théorèmes relatifs au calcul des limites 

(Cf. E7â') VII 59 

[Hla] 504. Mémoire sur l’application du Calcul infinitésimal à la déter- 
mination des fonctions implicites Xï 4 ü 6 

I Hla] 548. Note sur les conditions de convergence des séries qui repré- 

sentent les intégrales générales d’un système d’équations 
différentielles XII 

[Hla] 549. Addition à la Note précédente XII 210 

[Hic] 88. Règles sur la convergence des séries qui représentent les 
intégrales d’un système d’équations différentielles. Appli- 
cation à la Mécanique céleste V 234 

[H^ c] 100. Mémoire sur la convergence et la transformation des séries. V 36o 

[Hic] 101. Applications diverses des théorèmes relatifs à la convergence 

et à la transformation des séries V 38o 

[Hic] 102. Sur la convergence des séries qui représentent les intégrales 

générales d’un système d’équations différentielles , V 691 


[Hic] 172, 175. Mémoire sur les intégrales des systèmes d’équations diffé- \ 
renticlles ou aux dérivées partielles, et sur les développe- 1 
ments de ces intégrales en séries ordonnées suivant les l VII 
puissances ascendantes d’un paramètre que renferment les 1 


équations proposées (C/. 7aH) / 

[Hic] 177. Mémoire sur le calcul des limites appliqué de diverses ma- 
nières à l’intégration des systèmes d’équations différen- 
tielles VII 71 

[Hic] 438. Mémoire sur l’intégration d’un système quelconque d’équa- 
tions différentielles, et, en particulier, de celles qui repré- 
sentent les mouvements planétaires XI i4r 

[Hic] 439. Suite des recherches sur l’intégration d’un système d’équa- 
tions différentielles, et transformation remarquable de l’in- ■ 
tégrale générale de l’équation caractéristique XI j43 



DE LA PREMIÈRE SÉRIE. 


483 


[Hic] 

[Hic] 

[Hic] 

[Hic] 
[Hic] 
[Hic J 

[flig] 

[Hlg] 

IHlg] 

[Hlg] 

[Hlgj 

[Hlg] 

[Hlg] 

[Hlg] 

[Hlg] 

[H2a] 


Tomes Paso s 

S47. Sur les avantages qn.e présente l’introduction d’un paramètre 
variable et des notations propres au Calcul des variations 
dans quelques-unes des principales formules de l’Analyse 
infinitésimale XII 197 

S68, 584, 585. Méthode nouvelle pour l’intégration d’un système j 
d’équations différentielles \ ^ 

586. Sur l’intégration des systèmes d’équations différentielles, et 


spécialement de ceux qui expriment les mouvements des 

astres XII 445 

587. Sur les avantages que présente l’emploi des régulateurs dans 

l’Analyse mathématique XII .14^ 

588. Méthode nouvelle pour la détermination des mouvements des 

astres (C/. Ü2) Xïl 45u 

589. Sur l’emploi dos régulateurs en Astronomie (Cf. IJ2) XII 455 


343 - Mémoire sur les intégrales imaginaires des équations dif- 
férentielles, et sur les grands avantages que l’on peut 
retirer de la considération de ces intégrales, soit pour 
établir des formules nouvelles, soit pour éclaircir des 
difficultés qui n’avaient pas été jusqu’ici complètement 


résolues X i43 

344. Note sur l’intégration d’un système d’équations différen- 
tielles et sur l’inversion de leurs intégrales X i5(» 

346. Mémoire sur la continuité des fonctions qui représentent les 

intégrales réelles ou imaginaires d'un système d’équations 
différentielles X 169 

347. Mémoire sur les diverses espèces d’intégrales d’un système 

d’équations différentielles X 171 

349. Sur les rapports et les différences qui existent entre les inté- 
grales rectilignes d’un système d’équations différentielles 
et les intégrales complètes de ces mêmes équations X i8() 

550. Sur la nature des intégrales d’un système d’équations diffé- 
rentielles du premier ordre XII ‘U i 

552. Sur les rapports différentiels des quantités géométriques, et 

sur les intégrales synectiques des équations différentielles. XIÏ j ?.:) 

553. Sur la recherche des intégrales monodromes et monogènes 

d’un système d’équations différentielles XII ^>.36 

571. Sur l’intégration définie d’un système d’équations différen- 
tielles XII ‘>76 

178. Note sur une loi de réciprocité qui existe entre deux sys- 
tèmes de valeurs de variables assujetties à vérifier des 
équations différentielles du premier ordre, et sur un théo- 
rème relatif à ces mêmes équations VII 84 
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[ 3G9 

| H5a] 49, 50, 51, 52. Mémoire sur TiiUégration des équations linéaires J \ 37:1 

(Cf. H10b,Tlb)..... 1 j 398 

1 4f9 

[H5d] 36. Noie sur un théorème d’Analyso, et sur son application aux 

questions de Physique mathématique {Cf. T3b) IV ' 22 d> 

|H5d] 446. îMémoire sur les systèmes d’équations linéaires différentielles 

ou aux dérivées partielles, à coefficients périodiques, et sur 
les intégrales élémentaires de ces mêmes équations XI 193 

|H5d| 449. M. Augustin Cauchy présente à l’Académie la suite de ses 

recherches sur l'intégration des équations linéaires à coef- 
ficients périodiques XI 19S 

I Hlg] Voir [V9j 554. - [H2ca] Voir [V9] 566. 

7, 8, 9, 10, il) 12. — Équations aux flerivées partielles, fonctionnelles, aux différences. 


|H7a] 89. Sur rintégration dos systèmes d’équations différentielles .. . V ‘236 

|H7a] 90. Sur l’intégration des équations différentielles ou aux diffé- 
rences partielles V 2,49 

fH7a] 170. Mémoire sur l’emploi du calcul des limites dans l'intégration 

des équations aux dérivées partielles VII 17 

[H7a] 171. Mémoire sur l’application du calcul des limites à l’intégration 

d’\in système d’équations aux dérivées partielles VII 33 

|H8] 546. [ Simple énonce'.) XII 197 

I H8b J 524. {Simple énoncé.) {Cf. 12c) XII 79 

lH8d] 161. Note sur l’intégration des équations aux dérivées partielles 

du premier ordre VI 

|H8d] 162. Sur une intégrale remarquable d’une équation aux dérivées 

partielles du premier ordre VI 43 1 

|H8d] 163. Addition aux deux Notes sur l’intégration d’une équation aux 

dérivées partielles du premier ordre VI 444 

lH8d] 165. Remarques diverses sur l’intégration des équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre VI 456 

|H8d| 168. Note sur certaines solutions complètes d’une équation aux 

dérivées partielles du premier ordre VI 467 

[H9h] 173. Mémoire sur les systèmes d’équatiOns aux dérivées partielles 

d’ordres quelconques, et sur leur réduction à des systèmes 

d’équations linéaires du premier ordre VII 5-2 

|H9ha] 164. Mémoire sur l’intégration des équations simultanées aux dé- 
rivées partielles VI 457 

| H9ha] 166. {Simple énoncé.) VI 460 

[HIO] 204. Recherches sur les intégrales des équations linéaires aux 

dérivées partielles 1 VII 283 

IHlOl 206. Remarques sur les intégrales des équations aux dérivées 
partielles, et sur l’emploi de ces intégrales dans les ques- 
tions de Physique mathématique ( 6/. HlOda ) Vil 3o«8 
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[HlOb] 

[HlOb] 

[HlOb] 

iHlObJ 
I H 10b J 

LHlOb] 

IHlOb] 

iHlOb] 

[HlObl 

[HlOb] 

IHlOb] 

[HlObl 

[HlOb] 

[HlOb] 
[HlOb] 
[HlOb] 
[H 12b] 

[H 12 b] 

[H12bJ 

[H12b] 


60. {Simple énoncé.) 


Tomes Paçes 

IV 497 


69. Mémoire sur l’évaluation et la réduction de la fonction prin- 
cipale dans les intégrales d’un système d’équations li- 
néaires ■ 

129. Mémoire sur l’intégration des systèmes d’équations aux 
différentielles partielles, et sur les phénomènes dont cotte 
intégration fait connaître les lois dans les questions de 
Physique malhcmatique (Cf. T2sl) 

132. ( Simple énonce.) 

133. Mémoire sur la réduction delà fonction principale qui vérifie 

une équation caractéristique homogène 

134. Méthode abrégée pour l’intégration des systèmes d’équations 

linéaires à coelïicients constants 

1 41 . ( Simple énoncé) 

142, 143, 144. Sur la réduction nouvelle de la fonction principale 

qui vérifie une équation caractéristique homogène, et sur 
les conséquences qu’entraîne cette réduction 

145. Mémoire sur l’intégration des équations homogènes en 
tehnes finis 

154. Note sur la réduction de la fonction principale qui vérifie 

une équation caractéristique homogène 

155. Addition à la Note insérée dans le compte rendu do la pré- 

cédente séance 

156. Note sur diverses transformations do la fonction principale 

qui vérifie une équation caractéristique homogène 

157. Addition aux Notes insérées dans les comptes rendus des 

séances précédentes 

417, 418, 419, 420. {Simples' énoncés.) 

423, 424, 425, 426, 427. {Simples énoncés.) 

508, 509, 510, 5 11. {Simples énoncés.') 

222. Note sur des théorèmes nouveaux et de nouvelles formules 

qui se déduisent de quelques équations symboliques 

223. Mémoire sur l’emploi des équations symboliques dans le 

Calcul infinitésimal et dans le calcul aux différences finies. 

263. Mémoire sur quelques formules relatives aux différences 
finies 

544. Sur les intégrales aux différences finies {Cf. Elc) 


V 

5 

Vf 

‘lO'X 

VI 

23 I 

VI 

2.32 

VI 

'244 

VI 

•>.87 


( 288 

VI 

3 o 3 


î 3 i 7 

VI 

026 

VI 

383 

VI 

087 

vr 

389 

VI 

3c)5 

XI 

7 « 

XI 

84 

XI 

437 

VIH 

26 

VIII 

28 

Vin 

324 

XÏI 

186 


[H7a] Voir [Hla] 172, 174, 175. -r [H8] Voir [Clc] 
520, 521. - [HlOb] Voir [02]] 131; [G2b] 153; [HSa] 
49, 50, 51, 52; [V9] 159. - [HlOda] Voir [HIO] 206. 
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CLASSE I. 

(Arithmétique et théorie des nombres; analyse indéterminée; théorie arithmétique des formes 
et des fractions continues; division du cercle; nombres complexes, idéaux, transcendants.) 

Tomes Pajîcs 


[II] lOo. Sur les moyens d’éviter les erreurs dans les calculs mimé- 

riques V 43 r 

[II] 106. Sur les moyens de vérifier ou de simplifier diverses opéra- 
tions de r arithmétique décimale V 443 

[II] 117. Addition au Rapport sur une méthode de calcul, présentée à 
l’Académie par M. TJioyer, employé à la Banque de 
France VI 53 

[13 c] 368. Mémoire sur les facteurs modulaires des fonctions entières 

d’une ou de plusieurs variables X 3 o 8 

[I3cl 369, Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginaires, et sur 
les racines symboliques des équations et des équiva- 
lences ( C/. B 12 c ) X 3 1 •:>, 

[14] 81. Théorèmes divers sur les résidus et les non-résidus quadra- 
tiques V i35 

[I7aa] 82. Méthode simple et nouvelle pour la détermination complète 
des sommes alternées, formées avec les racines primitives 
des équations binômes V kV.>. 

[I7aa] 85. Sur quelques séries dignes de remarque, qui sc iirésontcnt 

dans la théorie des nombres V 199 

[I7c] 83. Sur la sommation de certaines puissances d’une racine pri- 

mitive d’une équation binôme, et, en particulier, des puis- 
sances qui offrent pour exposants les résidus cubiques 
inférieurs au module donné : V iCb 


[I12b] 122, 123 . Mémoire sur diverses formules relatives à l’Algèbre et } J 99 

à la théorie des nombres {Cf, A3b) ( { 1 13 

[I12b j 563. Sur une formule très simple et très générale qui résout im- 
médiatement un grand nombre de problèmes d’ Analyse 
déterminée et d’Analyse indéterminée Xlï So*;-. 

[I13bl 63. Sur la théorie des nombres, et en particulier sur les formes 

quadratiques des nombres premiers IV 5 o 4 

[113 b] 64. Sur la théorie des nombres, et en particulier sur les formes 
quadratiques des puissances d’an nombre premier ou du 
quadruple de ces puissances IV 5()() 

[I13b] 74. Théorèmes relatifs aux formes quadratiques des nombres 

premiers et de leurs puissances V 

[113 b] 75. Observations nouvelles sur les formes quadratiques des 

nombres premiers et de leurs puissances V 64 
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Tomes Pajîes 


76. Sur les fonctions alternées et sur diverses formules d’Ana- 

lyse V 8i 

77. Suite des observations sur les formes quadratiques de cer- 

taines puissances des nombres premiers. Théorèmes rela- 
tifs aux exposants de ces puissances V 85 

78. Discussion des formes quadratiques sous lesquelles se pré- 

sentent certaines puissances des nombres premiers. Ré- 
duction des exposants de ces puissances V pS 

3b4. Note sur quelques propriétés 'des facteurs complexes 

(C/. I19b) X 224 

3b6. Mémoire sur les racines des équations algébriques à coeffi- 
cients entiers, et sur les polynômes radicaux (C/. I22a).. X 23 1 

( 240 
254 

268 

dernier théorème de Fermât {Cf. 119 b) ] 1 276 

[ 

364. Mémoire sur les lieux analytiques X 292 

36b. {Simple énoncé.) X 296 

366. Mémoire sur diverses propositions relatives à la théorie des 

nombres X 296 

367. Sur la décomposition d’un nombre entier en facteurs radi- 
caux X 299 

370. {Simple énoncé.) X 324 


371 . Mémoire sur les racines des équivalences correspondantes 
à des modules quelconques premiers ou non premiers, et 


sur les avantages que présente l’emploi de ces racines 

dans la théorie des nombres X 824 

372. Mémoire sur la décomposition des nombres entiers en fac- 

teurs radicaux X 334 

373. Mémoire sur les indices modulaires dos polynômes radicaux 

que fournissent les paissances et produits des racines do 
la résolvante d’une équation binôme X 344. 


37b, 376, 377. Mémoire sur diverses propositions relatives à la 
théorie des nombres (C/. I19b) 

378. Mémoire sur l’emploi des racines de Tunité pour la résolu- 


tion des divers systèmes d’équations linéaires X 368 

5^76. Recherches nouvelles sur la théorie des nombres XII 40 r 


[II] Voir [V9] 116. — [I13bJ Voir [D3a] 269. [I19b] 

Voir [Î22h]: [V9] 62, 11b. 


!xl 


354 
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366 



488 


TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 


CLASSE J. 


(Analyse combinatoire; Calcul des probabilités; Calcul dos variations; Théorie générale des groupes 
de transformations [en laissant de côté les groupes de Galois (A), les groupes de substitutions 
linéaires (B) et les groupes de transformations géométriques (P)]; Théorie des ensembles de 
M. Cantor.) 


2. — Calcul des prohabilite's . 

Tomes FC-iges 

[J2e] 519. Mémoire sur l’évaluation d’inconnues déterminées par un 

grand nombre d’équations approximatives du premier 


degré XII 36 

I J2e I 522. Mémoire sur l’interpolation, ou remarques sur les remarques 

de M. Jules Bienajmé ' XII 63 

[ J2el 523- Sur la nouvelle méthode d’interpolatioii comparée à la mé- 
thode des moindres carrés XII 6(S 

|J2el 525. Mémoire sur les coefficients limitateurs ou restrictcurs XII 79 

[ J2e| 526. Sur les résultats moyens d’observations do même nature, et 

sur les résultats les plus probables XII 94 

[J2el 527. Sur la probabilité dès erreurs qui affectent dos résultats 

moyens d’observations de même nature XII 104 

[ J2e ] 528, 529. Sur la plus grande erreur à craindre dans un résultat 

moyen, et sur le système de facteurs qui rend cotte plus 
grande erreur un minimum XII 1 14. 

[J2e| 530. Mémoire sur les résultals moyens d’un très grand nombre 

d’observations XII 12 ^) 

[J2c] Folr [H 8 b] 524. — [J3J Foir [V9] 250. 


4. — Théorie générale des groupes de transformations ( Cf. A4a ). 

1 ' 34'Ji 
361 

quciuius UÜS &UIJS 11 LUUIUIJS it*guinjiL'S uu inugimuruh, üi. ^ i.v ' 368 

des systèmes de substitutions conjuguées (Cf. A4 aj. . . . ^ I 371 

\ 388 

tJ4a] 311. Mémoire sur la résolution des équations linéaires symbo- 
liques, et sur les conséquences remarquables que coUc 
résolution entraîne après elle dans la théorie des permu- 


tations IX l\iy 

l J4al 312. Mémoire sur les substitutions permutables entre elles IX 43o 


[J4a| 313. Note sur la réduction des fonctions transitives aux fonctions 

intransitives, et sur quelques propriétés remarquables des 
substitutions qui n’altèrent pas la valeur d’une fonction 
transitive IX 442 
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Tomes Pages 

[J4a] 314. Note sur les substitutions qui n’altèrent pas la valeur d’une 

fonction, et sur la forme régulière que prennent toujours 
celles d’entre elles qui renferment un moindre nombre 



de variables 

IX 

444 

[Un] 

315. Mémoire sur diverses propriétés des systèmes de substitu- 
tions, et particulièrement de ceux qui sont permutables 
entre eux 

IX 

IX 


[J4a] 

316. Note sur les fonctions caractéristiques des substitutions 

466 

[J4a] 

317. Mémoire sur le nombre et la forme des substitutions qui 
n’altèrent pas la valeur d’une fonction de plusieurs va- 
riables indépendantes 

IX 

467 

[J4b] 

323. Recherches sur un système d’équations simultanées, dont 
les unes se déduisent des autres à l’aide d’une ou de plu- 
sieurs substitutions 

X 

56 

[J 4b] 

321. {Simple e'noncé.) 

X 

5; 

[J4b] 

325. Sur la résolution directe d‘un système d’équations simulta- 
nées, dont les unes se déduisent des autres à l’aide d’une 
ou plusieurs substitutions 

X 

57 

[J4c] 

300, 301, 302, 303. Sur le nombre des valeurs égales ou inégales 
que peut acquérir une fonction de n variables indépen- ( 
dan tes, quand on permute ces variables entre elles d’une j 
manière quelconque 

) 1 
> ÏX 

) 

^ ^77 

293 
j 3o6 
( 323 

[J4c] 

310. Mémoire sur les premiers termes delà série des quantités 
qui sont propres à représenter le nombre des valeurs dis- 
tinctes d’une fonction de n variables indépendantes 

IX 

408 

|:J4c] 

318. Applications diverses des propriétés établies dans les pré- 
cédents Mémoires 

IX 

00 

iJ4c] 

319, 320. Mémoire sur les fonctions de cinq ou six variables, et ) 
spécialement sur celles qui sont doublement transitives. . ( 

IX 1 

1 49 G 

|J4d] 

321 . Mémoire sur un nouveau calcul qui permet do simplifier et 
d’étendre la théorie des permutations 

X 

35 

fJ4dJ 

322. Applications diverses du nouveau calcul dont les principes 
ont été établis dans la séance précédente 

X 

47 

l,J4dJ 

326. Sur la résolution des équations symboliques non linéaires . , 

X 

6i 

|J4d] 

327. Note sur un théorème fondamental relatif h deux systèmes 
de substitutions conjuguées 

X 

65 


[J4cl Foir [V9] 309. 
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TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 


CLASSE K. 

(Géométrie et Trigonométrie [étude des figures formées de droites, plans, cercles et sphères]; 
Géométrie du point, de la droite, du plan, du cercle et de la sphère; Géométrie descriptive; 
perspective.) 

^ ^ Tomes Pages 

f 382 

[K] 210, 211,212. Mémoire sur la synthèse algébrique Vil | 897 

( 409 

|K6a] 296. {Simple énonce.) IX 2.53 

[K6a] 297. Sur divers théorèmes de Géométrie analytique IX 253 

[K6a] 330. {Simple énonce'.) X 69 

[K 14c] 399. Sur quelques théorèmes de Géométrie analytique relatifs 

aux polygones et aux polyèdres réguliers XI 5 

% 

[K14c] 401. Note sur quelques propriétés remarquables des polyèdres 

réguliers XI 1 1 

[K18g] 248. Addition au Mémoire sur la synthèse algébrique ( Cf. K). . . VIII 197 

[K 20b] Voir [U4] 182, 254. 

CLASSE L. 

( Coniques et surfaces du second degré. ) 

[L^9a] 207. Rapport sur un Mémoire de M. Amjot relatif aux surfaces 

du second ordre ( C/. V9). - VII 32,5 

[L^Sa] 208. Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de M. Amyot. . . VII 344 

[L2 9a] 209. Suite des Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de 

M. Amyot VII 877 

CLASSE M. 

(Courbes et surfaces algébriques; courbes et surfaces transcendantes spéciales.) 

[M^lc] 215. Remarques à l’occasion d’un Mémoire de M. Binet VII 44 1 

CLASSE O. 

(Géométrie infinitésimale et Géométrie cinématique; applications géométriques du Calcul différentiel 
et du Calcul intégral à la théorie des courbes et des surfaces; quadrature et rectification; cour- 
bure; lignes asymptotiques, géodésiques, lignes de courbure; aires; volumes; surfaces minima; 
systèmes orthogonaux.) 


[02a] 152. Note sur divers théorèmes relatifs à la rectification des 

courbes, et à la quadrature des surfaces 


YI 869 
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Tümee Pages 

202. Sur l’emploi des coordonnées curvilignes dans l’évaluation 

des surfaces, des volumes, des masses, etc VIL 261 

[05] rofr [V9] 299. 


CLASSE R. 


ique générale; Cinématique; Statique comprenant les centres de gravité et les moments 
nertie; Dynamique; mécanique des solides; frottement; attraction des ellipsoïdes.) 


198 J 199. Mémoire sur les dilatations, les condensations et les 
rotations produites par un changement de forme dans un 

système de points matériels (Cf. T2a) 

512, 513. (Simples énoncés.) 

515. Sur la théorie des moments linéaires et sur les moments 
linéaires des divers ordres 

574. Note sur les variations brusques de vitesses dans un sys- 

tème do points matériels 

575. Observations sur la Note insérée par M. Cauchy dans le 

Compte rendu de la dernière séance, par M. Duhamel 

(Cf.V9) 

577. (Simple énoncé.) 

[R9b] Voir [V9] 573. - [R5b] Voir [C2h] 442. 


Vil 1 

, 234 
235 

XI 

438 

XII 

5 

XII 

395 

XII 

398 

Xll 

4o5 


CLASSE T. 


Physique mathématique; élasticité; résistance des matériaux; capillarité; lumière; 
chaleur; électricité.) 


1. — Généralités, action des corps voisins; 2. — Elasticité. 


33, 34, 35. Méthode générale propre à fournir les équations de 
condition relatives aux limites des corps dans les pro- 
blèmes de Physique mathématique 

65. (Simple énoncé.) 

66. JMémoire sur la constitution des molécules intégrantes et sur 

les mouvements atomiques des corps cristallisés 

46. (Simple énoncé^ 

47, 48. Mémoire sur les mouvements infiniment petits de deux 

systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement 

68. (Simple énoncé.) 

200. Note sur les pressions supportées, dans un corps solide ou 
fluide, par deux portions de surface très voisines, l’une 

extérieure, l’autre intérieure à ce môme corps 

213. Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures mesurées 
dans un double système de points matériels que sollicitent 
des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle 


1 

[ 19^ 

IV . 

199 

1 

[ 214 

IV 

5i3 

IV 

5i() 

IV 

343 

IV ! 
( 

1 344 

1 35o 

IV 

520 

VII 

240 

VII 

423 
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Tomes Pages 

[Tlb] 214. Addition au Mémoire sur les pressions ou tensions inté- 
rieures, mesurées dans un double système de points ma- 
tériels VII 437 

[Tlb] 294. Observations sur la pression que supporte un élément de 

surface plane dans un corps solide ou fluide IX 280 

[T2] 293. Notes relatives à la Mécanique rationnelle IX 221 

8 237 
267 
267 
283 
298 

[T*2a] 43. Note sur la nature des ondes lumineuses et généralement 

de celles qui se propagent dans les systèmes de molé- 
cules (C/. T3b) IV 322 

[T2a] 87. Mémoire sur les deux espèces d’ondes planes qui peuvent 

se propager dans un système isotrope do points maté- 
riels V 219 

[T 2 a] 201. Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures, mesurées 

dans un ou plusieurs systèmes de points matériels que 
sollicitent des points d’attraction ou de répulsion mutuelle. VII 202 

[T 2 a] 247, Mémoire sur l’équilibre et le mouvement d’un système de 

molécules dont les dimensions ne sont pas supposées 
nulles VIII 188 

[T2a] 355. Mémoire sur les mouvements des systèmes do molécules.. . X 226 

[T2a] 357. {Simple énoncé.) X 289 

[T2a] 404. Mémoire sur les douze équations qui déterminent les mouve- 

ments do translation, de rotation et de dilatation d’un sys- 
tème de molécules XI 3o 


[T2a] 411. Nouveau Mémoire sur les douze équations qui déterminent 

les mouvements de translation, de rotation et de dilatation 
de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de 


répulsion mutuelle XI 57 

[T 2 a] 413. Mémoire sur le mouvement d’un système de molécules XI ' 64 

[T2a] 415. {Simple énoncé.) XI 78 

[T2a] 444. Mémoire sur les intégrales continues elles intégrales discon- 

tinues des équations différentielles ou aux dérivées par- 
tielles XI 172 


[T 2 a] 445. Application des principes établis dans la séance précédente 

à la recherche des intégrales qui représentent les mou- 
vements infiniment petits des corps homogènes, et spé- 


cialement les mouvements par ondes planes XI i83 

[T 2 a] 447 . Mémoire sur les vibrations infiniment petites des systèmes 

de points matériels. XI 196 
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Tomes Pages 

[T2a] 486. Note sur l’équilibre et les mouvements vibratoires des corps 

solides XI 346 

[T 2 a] 531. {Simple énoncé,) XII 

[ T2aP] 239. Rapport sur divers Mémoires de M. de Saint-Venant relatifs 

à la Mécanique rationnelle et à la Mécanique appliquée . . . VIII i3 1 

[T2ap] 533, 53-1. Sur la torsion des prismes XII i36 


|T2c] 79. Considérations nouvelles sur les conditions relatives aux 

limites des corps. Méthode élémentaire propre à conduire 
aux lois générales de la réflexion et de la réfraction des 
mouvements simples qui rencontrent la surface de sépara- 


tion de deux systèmes de molécules V ni 

[T2c] 86. Rapport sur un Mémoire présenté à l’Académie par M. 

hamel, et relatif à l’action de l’archet sur les cordes V ‘>.12 

[T 2c] 110. Rapports sur deux Mémoires présentés à l’Académie des 

Sciences par M. Duhamel, et relatifs aux vibrations des 

cordes que l’on a chargées de curseurs V 499 

[T 2c] 191. Mémoire sur de nouveaux phénomènes, indiqués par le 

calcul, qui paraissent devoir intéresser les physiciens, et 

en particulier sur la diffraction du son VII i84 

1-120] 192. Note sur les principales différences qui existent entre les 

ondes lumineuses et les ondes sonores {Cf. T3b) VII 196 

[T2a] Voir [HlOb] 129; [Rlh] 198,. 199; [V9] 416. — 

'[T2c] Voir [V9] 487. 


3. — Lumière; 4. — Chaleur. 


| T3b] 2. Lettre à M. le Président de l’Académie des Sciences IV 5 

[T3b] 3. Lettre à M. Ampère sur la théorie do la lumière IV 9 

[T3b] 4. Notes sur l’Optique, adressées à M. Libri > ÏV . ii 

|T3b] 5. Lettre à M. Ampère, sur l’explication de divers phénomènes 

de la lumière dans le système des ondes IV 21 

I T3b] 6. Deuxième Lettre à M. Libri, sur la théorie de la lumière ... IV 3o 

[T3b] 7. Troisième et quatrième Lettre à M. Libri, sur la théorie de 

la lumière IV 32 

[T3b] 8. Lettre à M. Libri IV 89 

[T 3 b] 19. Mémoire sur les vibrations de l’éthcr dans un milieu ou dans 

le système de deux milieux, lorsque la propagation de la 
lumière s’effectue de la même manière en tous sens autour 
de tout axe parallèle à une droite donnée IV 99 


[T 3b] 20. Mémoire sur la propagation du mouvement par ondes planes 

dans un système de molécules qui s’attirent ou se repous- 
sent à de très petites distances. Analogie de ces ondes 
avec celles dont la propagation donne nàissance aux phé- 
nomènes de la polarisation de la lumière et de la double 
réfraction IV io3 
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[T3b] 

[T3b] 

[TSb] 

[T3bJ 

[T3bJ 

|T3b] 

lT3b] 

[T3bJ 

[T3b] 

[T3b] 


[T 3b] 

[T3bJ 

|T3b] 

[T3b] 

[T3b] 

[T3b] 


21. Formules extraites des deux Mémoires présentés dans la 


■ séance du 19 novembre . . IV 

22. {Simple énoncé,) IV 


23, 24, 2d, 26, 27, 28, 29, 30. Mémoire sur la réflexion et la 
réfraction de la lumière 


IV 


31 . Note sur les propositions établies dans le Compte rendu de 

la séance du ii février 1889 IV 

32. Note sur l’égalité des réfractions de deux rayons lumineux 

qui émanent de deux étoiles situées dans deux portions 
opposées de l’écliptique IV 

42. Note sur la quantité de lumière réfléchie sous les diverses 
incidences par les surfaces des corps opaques et spéciale- 
ment des métaux IV 

44. Sur l’intensité de la lumière polarisée et réfléchie par des 

surfaces métalliques IV 

45. Observations de M. A. Cauchy, sur la Lettre de M. Mac- 

Cullagh IV 

53. {Simple énoncé») IV 


54, 55, 56, 57, Mémoire sur la réflexion et la réfraction d’un 
mouvement simple transmis d’un système de molécules à 
un autre, chacun de ces deux systèmes étant supposé ho- 
mogène et tellement constitué que la propagation des mou- 
' vements infiniment petits s’y effectue en tous sens suivant 
les mômes lois 

59. Mémoire où l’on montre comment une seule et môme théorie 
peut fournir les lois de propagation de la lumière et de la 


chaleur (C/. T4b) IV 

61. ( Simp le énoncé . ) IV 

70. Mémoire sur la polarisation des rayons réfléchis ou réfractés 

par la surface de séparation de deux corps isophanes et 
transparents V 

71. Note sur les milieux dans lesquels un rayon simple peut être 

complètement polarisé par réflexion V 

72. Mémoire sur la polarisation incomplète produite, à la surface 

de séparation de certains milieux, par la réflexion d’un ’ 
rayon simple V 

73. Sur la réflexion des rayons lumineux produite parla seconde 

surface d’un corps isophane et transparent V 
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1 12 

I I i 3 
122 
T 3o 
137 
145 

I 52 

164 

173 

187 


190 


3i2 


33i 

333 

4'>-7 


429 

447 

457 

468 
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Tomes Papes 

[T3b] 80. Considérations nouvelles relatives à la réflexion et à la ré- 
fraction des mouvements simples V 19A) 

[T3b] 136. Mémoire sur la surface caractéristique correspondante à un 

système d’équations linéaires aux dérivées partielles, et 

sur la surface des ondes VI v.GS 

[T3b] 137. Mémoire sur remploi des fonctions, principales, représentées 

par des intégrales définies doubles, dans la recherche de 

la forme des ondes sonores, lumineuses, etc VI ^67 

[T3b] 140. Note sur la surface des ondes lumineuses dans les cristaux 

à deux axes optiques VI ^83 

[T3b] 151. Observations relatives à une Note présentée par M. Blan- 

chet VI 367 

[T3b] 184. Note sur le calcul des phénomènes que présente la lumière 

réfléchie ou réfractée par la surface d’un corps transpa- 
rent ou opaque VII 127 

[T 3b] 185. Méthode abrégée pour la recherche des lois suivant les- 

quelles la lumière se trouve réfléchie ou réfractée par la 

surface d’un corps transparent ou opaque VU i34 

[T3b] 186. Note sur la diffraction do la lumière VU i.Ip 

[T3b] 187. Addition à la Note sur la diffraction do la lumière VU i“n 

[ T 3b] 188. Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la diffraction. VU i .'>7 

[T 3 b] 189. Second Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la 

diffraction VU 170 

[T3b] 190. Mémoires sur les rayons diffractés qui peuvent être transmis 

ou réfléchis par la surface de séparation de doux milieux 

isophanes .* VIÏ 180 

[T 3b] 193. Mémoires sur l’application do l’Analyse mathématique à la 

recherche dos lois générales dos phénomènes observés par 
les physiciens, et, en particulier, sur les lois de la polari- 
sation circulaire Vil 200 

|T3b] 195. Théorie de la lumière VU an 

[ TSb] 197. Mémoire sur les lois delà dispersion piano et de la dispersion 

circulaire dans les milieux isophanes .- VU 212 

lT3b] 252. Mémoire sur la théorie de la polarisation chromatique VIÏI 2 i 3 

[T3b] 379. Note sur la polarisation chromatique X 872 

[T3b] 394. Note sur la lumière réfléchie par la surface d’un corps 

opaque, et spécialement d’un métal X *162 

[T3b| 414. Mémoire sur les conditions relatives aux limites des corps, 

et, en particulier, sur celles qui conduisent aux lois de la 

réflexion et de la réfraction de la lumière XI 71 

[ T 3 b ] 428 . ( Simp Le énoncé.) XI 91 

[T 3b] 429. M. Augustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire sur 

les trois espèces de rayons lumineux qui correspondent 
aux mouvements simples du fluide éthéré XI 92 
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|T3b] 430. Mécanique moléculaire XI 95 

|T3b] 431. Note sur les rayons lumineux simples et sur les rayons éva- 
nescents XI 100 

|T3b] 432. Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumière, et sur 

de nouveaux rayons réfléchis et réfractés XI lo/i 

|T3b] 434. {Simple énoncé.) XI 120 

| T3b] 43 d. Mémoire sur les fonctions discontinues XI 120 

[T3b] 436. Mémoire sur les rayons réfléchis et réfractés par des lames 

minces et sur les anneaux colorés XI 126 


T 3b] 448. Démonstration simple de cette proposition que, dans un 

rayon de lumière polarisé rectilîgnement, les vibrations 
des molécules sont perpendiculaires au plan de polari- 


sation XI 197 

T3b] 4o0. Mémoire sur les vibrations d’un double système de molécules 

et de l’éther contenu dans un corps cristallisé XI 199 

T3b] 451. Mémoire sur les systèmes isotropes de points matériels. ... XI 200 

T3b] 452. {Simple énoncé.) XI 201 

T3b] 453. Mémoire sur les perturbations produites dans les mouve- 

ments vibratoires d’un système de molécules par l’influence 

d’un autre système XI 202 

T3b] 454. Mémoire sur la propagation de la lumière dans les milieux 

isoplianes XI 21 1 

T3b] 455. {Simple énoncé.) XI 220 

T3b| 456. Mémoire sur les vibrations de l’éther dans les milieux qui 

sont isophanes par rapport à une direction donnée XI 220 

T3b] 457. Note sur la différence de marche entre les deux rayons lu- 

mineux qui, émergent d’une plaque doublement réfringente 

à faces parallèles -. XI 224 

T3b] 462. Note sur l’intensité de la lumière dans les rayons réfléchis 

par la surface d’un corps transparent ou opaque XI 289 

T 3b] 464. Mémoire sur un système d’atomes isotrope autour d’un axe, 

et sur les deux]rayons lumineux que propagent les cristaux 
à un axe optique XI 244 


T3b] 465. Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumière à la 
surface extérieure d’un corps transparent qui décompose 
un rayon simple doué de la polarisation rectiligne, en deux 

rayons polarisés circulairement en sens contraires XI 245 

T 3b] 467. Sur les rayons de lumière réfléchis et réfractés par la sur- 
face d’un corps transparent XI 248 

T3b] 532. Sur les rayons vecteurs associés et sur les avantages que 
présente l’emploi de ces rayons vecteurs dans la Physique 

mathématique XII 1 3 1 

T 3b] 468. Sur les rayons de lumière réfléchis et réfractés par la surface 

d’un corps transparent et isophane 


XI 255 
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f T3b] 469. Mémoire sur la réflexion et la réfraction des rayons lumineux 

à la surface extérieure au intérieure d'un cristal XI .>63 

[TSb]' 470. Détermination des trois coefficients qui. dans la réflexion et 

la réfraction opérées par la surface extérieure d’un cristal, 
dépendent des rayons évanescents XI 269 

|T3b] 471. Mémoire sur les équations difFérenliellos du mouvement de 

l’étlier dans les cristaux à un et à deux axes optiques. ... XI ‘jiSo 

[T 3b J 472, 473. {Simple énoncé .) XI a 85 

I T3b J 474. Mémoire sur un nouveau phénomène de réflexion XI 286 

[TSbJ 475. Note relative aux rayons réfléchis sous f'incidence princi- 

pale, par la surface extérieure d’un cristal à un axe 
optique XI -187 

|T3bi 470. Note sur la réflexion d’un rayon de lumière polarisée à la 

surface extérieure d’un corps transparent XI 288 

I T3b 1 477. Noie sur les vibrations transversales de l’éllier et sur la dis- 
persion des couleurs XI ‘.>.89 

lT4c | 205. Note relative à l’équilibre des températures dans un cylindre 

de forme quelconque Yll 3oo 

[T3bl Voir [H5;d] 36; [T2a] 43; [T2cl 192; [V9] 158, 

251, 433; 463, 406. - [T4b J Voir [ T3b j 50. 


CLA.SSE U. 

(Astronomie, Mécanique céleste et G-éodésie.) 

2. — De'termination des éléments elliptiques, — Theoria motus. 

|Ü 2] 350. MoLhodos nouvelles pour la détermination- des orbites des 

corps célestes, et, en particulier, dos comètes X 196 

[Ü2] 352. Mémoire sur l’application de la nouvelle formule d’interpo- 

. lation à la détermination des orbites que décrivent les 

corps célestes, et sur l’introduction directe des longitudes 
et des latitudes observées dans les" formules astrono- 


miques • X 2 oG 

|Ü2| 353. Note sur les formules relatives à la détermination des 

orbites quo decriveat les corps célestes {Cf. "Ü3) X 210 

|U2 | 380. Mémoire sur la détermination des orbites des planètes et des 

comètes X 874 

|Ü2] ' 381. Second Mémoire sur la détermination des orbites des pla- 
nètes et des comètes X. ^ 889 

[Ü2] 382. Note sur l’application des formules établies dans les précé- 

dentes séances à la détermination- des orbites des petites 
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d’une comète ' X 45 1 

( 437 


[Ü2] 393, 396, 397, 398. Formules pour la détermination des orbites ) ^ 467 

des planètes et des comètes ) 470 

477 
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[IJ21 Foir [D3c] 537; [H4c] 588, 589; [V9] 395, 461. 



499 


DE LA PREMIÈRE SÉRIE. 



3. — Théorie generale des perturbations. Problème des n corps. 



[U3] 

91 . Méthodes générales pour la détermination des mouvements 
des planètes et de leurs satellites 

Tomes 

V 

Pages 

9 , 6 o 

[U3j 

92, 93, 94. Sur les fonctions alternées qui se présentent dans la 
théorie des mouvements planétaires 


(267 

268 

! 277 

[U3] 

97, 98. Sur le mouvement de notre système planétaire 

V ! 
\ 

i 321 
' 33i 

[U3] 

99. Mémoire sur la variation des éléments elliptiques dans le 
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sentées à l’Académie par M. Liouçllle {Cf. f 2) XI 373 

[V9] 493. Rapport sur un Mémoire présenté à l’Académie par M. Pui- 
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